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Oméwienia przedstawione sg w kolejnosci od najprostszego do najtrud-
niejszego, wg opinii autoréw.

1 Kos¢

Przejscie od 1 pola do N-tego odbedzie sie najszybciej, jezeli bedziemy wyrzucac
maksymalng mozliwa liczbe oczek K, a na koncu, odlegtos¢ pionka od ostatniego
pola wyniesie co najwyzej K, wyrzucimy doktadnie te liczbe oczek. Wykonamy
zatem [1%] rzutéw koscia, poniewaz musimy przemiesci¢ sie o N —1 pdl w
przod. Zapis [1%] czyta sie jako “sufit” i oznacza warto$¢ liczby 1% zaokraglong
w gore. Prosta i szybka implementacja sufitu w C++ wyglada tak:

long long ceil(long long n, long long k) {
/* Jes8li k dzieli n, to (n +k - 1) / k ==n / k.
W przeciwnym wypadku (n + k - 1) / k ==mn / k + 1; */
return (n + k - 1) / k;
+

Ztozonos¢ czasowa rozwiazania to @(1) dla kazdego zestawu testowego.

2 Zoom

Po pierwsze, rogi prostokatéw podanych na wejsciu moga przyjs¢ w réznej kon-
figuracji (np. najpierw prawy-dolny, a pézniej lewy-gérny). Mozemy zatem
kazdy prostokat sprowadzi¢ do jednej, wybranej przez nas reprezentacji, np.
lewy-dolny i prawy-gérny. Wystarczy zmieni¢ ze sobg wartoéci zmiennych x;, x,
o ile x; > x, i analogicznie zmieni¢ wartosci zmiennych y;, y, o ile y; > y,.

Zauwazmy, ze jezeli prostokaty datoby sie ulozy¢ tak, zeby kazdy kolejny
zawieral sie w poprzednim, to posortowanie ciggu tych prostokatéw najpierw
po rosnacym lewym-dolnym rogu, a nastepnie po malejgcym prawym-dolnym
rogu da nam oczekiwane posortowanie. W C++, jezeli utrzymujemy ciag
prostokatéw jako vector<pair<pair<int, int>, pair<int, int>>>,
mozemy wywola¢ na tym vectorze funkcje sort z dodatkowym argumentem,
ktéry “powie” sortowi w jaki sposéb poréwnac ze sobg dwa prostokaty (innym,
trickowym rozwiazaniem, byloby zanegowa¢ wartosci prawych-gérnych rogéw,
wtedy domyslny sort zadziala tak jakby$Smy chcieli).



bool compare(const pair<pair<int, int>, pair<int, int>>& pil,
const pair<pair<int, int>, pair<int, int>>& p2) {
if (pl.first == p2.first) {
/* lewe-dolne rogi sa te same, wigc pordwnujemy
prawe-gdrne rogi w malejacej kolejnosci */
return pl.second > p2.second;
}

return pl.first < p2.first;

}

int main() {
vector<pair<pair<int,int>, pair<int,int>>> prostokaty;
/* wczytywanie ... x/
sort (prostokaty.begin(), prostokaty.end(), compare);

}

Jedyne, co pozostato do zrobienia, to przejs¢ sie po posortowanej tablicy pros-
tokatow i sprawdzi¢ czy prostokaty faktycznie spelniajg warunki zadania.
Ztozono$¢ czasowa rozwigzania to 0(nlogn).

3 Ulubione liczby

Zauwazmy, ze liczba kazdego z dostepnych klockéw jest niewielka, zatem nie
jesteSmy w stanie ulozy¢ wiecej, niz 100000 liczb A. Mozemy zatem przeit-
erowac sie po kazdej mozliwej liczbie utozonych liczb A i zobaczy¢, ile liczb
B mozemy utozyé z pozostatych klockéw. Zeby sprawdzié, ile liczb B mozemy
utozy¢, nalezy sprawdzi¢, dla ktérej z cyfr wystepujacych w B mamy relatywnie
najmniej klockéw do dyspozycji, tj. szukamy wartosci

liczba dostepnych klockéw ¢

min - —
¢=0,1,..9"  liczba wystapiell ¢ w B

Dla wygody implementacji, polecam napisa¢ sobie funkcje
vector<int> ile_cyfr(int k), ktéra dla danej liczby k zwraca 10-
elementowy vector przedstawiajacy liczbe wystapien kazdej z cyfr w zapisie
dziesietnym k.

Koncowa zlozono$¢ czasowa rozwigzania jest liniowa wzgledem liczby
dostepnych klockéw.

4 Wyroéwnanie terenu

Ustalmy konkretny poziom k, do ktérego chcemy wyréwnaé nasz teren. Za-
uwazmy, ze jezeli w optymalnym rozwigzaniu jaki§ fragment terenu zm-
niejszamy, to juz nigdy nie bedziemy chcieli go réwniez zwiekszy¢ (dowod
obserwacji jest techniczny, ale nietrudny, pozostawiamy go czytelnikowi do
samodzielnego rozwazenia). To samo dotyczy fragmentéw zwiekszanych.
Mozemy zatem rozbi¢ szukanie odpowiedzi na dwie czeéci: szukanie kosztu zm-
niejszenia wszystkich fragmentéw do wysokos$ci co najwyzej k oraz zwiekszenia
wszystkich fragmentéw do jwysokosci co najmniej k. Od tej pory zajmiemy sie



tylko czescig liczenia kosztu zwiekszenia fragmentéw do poziomu k, poniewaz
druga cze$¢ jest analogiczna (moze by¢ zaimplementowana ta samg funkcja,
jezeli dobrze sie to przemysli).

Na poczatku, dla kazdej wartosci policzmy wszystkie spdjne przedzialy
sktadajace sie z tej wartosci. Ponadto zapiszmy wszystkie wartosci, ktdre
pojawity sie w zadaniu (czy to jako poczatkowe wysokosci, czy wysokosci z
zapytan) i posortujmy rosnaco. Bedziemy iterowac si¢ teraz od najmniejszej
wysokosci do najwiekszej, zeby dla kazdej z nich obliczy¢ odpowiedz (czyli ile
kosztuje wyréwnanie wszystkich fragmentéw z dotu do tej wartosci). Kiedy
rozwazamy konkretng warto$¢ v;,;, znamy juz odpowiedz dla wartosci v;, co
wiecej, mozemy réwniez znac liczbe spdjnych przedziatéw, ktére maja wartosc
doktadnie v; (o tym jak to utrzymywaé, w nastepnym akapicie). Doktadnie te
przedzialy musimy podnie$¢ |v;,; — v;| razy, aby wyréwnac¢ je z poziomem v, ;.
Zatem liczba tych przedzialéw pomnozona przez rdéznice miedzy v;,; a v; to
dodatkowa praca, jaka musimy wykonaé¢ po wyréwnaniu wszystkich terenéw
do v;, zeby teraz byly wyréwnane z v, .

Jedyne co pozostalo, to otrzymaé zbidr przedzialdéw, ktére maja teraz
warto$¢ v;,,. Mozna to zrobi¢ np. przy uzyciu struktury union-find. Iterujemy
sie po wszystkich przedziatach o wysokosci v;,;, jezeli ich prawy lub lewy
koniec sasiaduje z jakimkolwiek elementem o mniejszej wysokosci, wykonujemy
operacje union.

Koncowa zlozono$c¢ czasowa calego rozwigzania to @(nlogn).

5 Redukcja

Po pierwsze, rozwigzmy powigzane, narzucajace sie zadanie. Dla danej liczby
N, jaka jest moc zbioru Ry (moc, czyli jego rozmiar)? Spdjrzmy na zapis binarny
liczby N. Zauwazmy, ze jezeli jakie$ dwie jedynki badz dwa zera wystepujg obok
siebie, to nigdy nie bedziemy mogli zredukowa¢ zadnych cyfr na prawo i lewo od
tego miejsca w jednej redukcji. Podzielmy zatem zapis binarny N na najdluzsze
ciagi naprzemiennych zer i jedynek, przyktadowo dla N = 10101101100, otrzy-
mamy ciggi 10101, 101,10, 0.

Kazdy z czesci zapisu binarnego N mozemy redukowac niezaleznie, a wybor
redukcji na kazdym z nich daje unikalng liczbe. Zastanéwmy sie zatem, na ile
sposobéw mozna zredukowacé cigg naprzemiennych jedynek i zer? Nietrudno
zauwazy¢, Ze nie ma znaczenia, czy w danym ciggu zredukujemy 010 czy 101,
nie ma tez znaczenia ktorg z takich trdjek zredukujemy, otrzymamy te samg
liczbe. Znaczenie ma zatem jedynie dlugos¢ takiego ciggu. Jezeli taki cigg ma
dtugosé D, to liczba mozliwych do otrzymania liczb wynosi [%1.

Podsumowujac, przez D,,D,,...,D,, oznaczmy dtugosci kolejnych czesci za-
pisu binarnego N po podzialen opisanym powyzej. Wtedy rozmiar zbioru Ry
wynosi

Zastanéwmy sie zatem, jak powinna wyglada¢ najmniejsza liczba N, ktéra
ma dokladnie K mozliwych redukcji. Skoro ma by¢ ona najmniejsza, to nie
warto, zeby D; < 2 dla jakiegokolwiek i, poniewaz nie zwigksza to w zaden
sposéb liczby mozliwych redukeji, a “wydtuza” liczbe, przez co zwieksza jej



warto$¢. Ponadto, nie warto, zeby [%] byto ztozona. Gdyby [%] =a-bda
a,b > 1, to zmiana tego fragmentu na dwa ciagi dlugosci 2a +11i 2b + 1
spowodowatyby, ze liczba redukcji zostatlaby ta sama, a liczba na pewno
bylaby mniejsza, poniewaz jej zapis w systemie binarnym bylby krétszy (gdyz
2a+2b+2<2ab < D).

Wiemy zatem, Ze szukana przez nas liczba musi dzieli¢ sie na fragmenty
naprzemiennych jedynek i zer, ktérych dtugosci sa réwne 2p; + 1, gdzie p; jest
kolejng liczbg w rozktadzie na czynniki pierwsze liczby K. Jezeli jakakolwiek
liczba pierwsza wystepuje w potedze wiekszej, niz 1, to musimy zapisa¢ jg
wielokrotnie. Zatem, przyktadowo, dla liczby K = 12, nasze szukane N dzieli
sie na fragmenty 101, 101, 10101. Skoro chcemy, zeby nasza liczba byta jak
najmniejsza, to fragmenty odpowiadajace najwiekszym liczbom pierwszym
powinny znajdowac sie “na lewo” wzgledem krétszych fragmentéw, poniewaz
pOzniej pojawi sie powtdrzona cyfra 1.

Ostatecznie, jezeli p1p,...px = K oraz p; = p, = ... = py, to szukane przez
nas N w zapisie binarnym jest nastepujacej postaci:

101...101101...101...101...101.
2p;+1 2p,+1 2p;+1

Pozostato jedynie policzy¢ warto§¢ N mod M, gdzie M = 998244353. Dla
czytelnoéci, niech a, = 101...101,). Zastanéwmy sie najpierw, jak dla danego p
p

policzy¢ warto$¢ a, mod M. Mozemy zastosowa¢ podobng sztuczke jak w przy-
padku potegowania modularnego, rozpisujac wzor na wartos¢ a,,.

* Gdyp=0,toaq,=1.

* Gdyp=1,t0a,=101 =5.

* Gdy p =2q, to a, =2*"'a, +a,.

* Gdy p=2q+1, to a, = 2*"%q, + 4a, + 1.

Innym sposobem jest zauwazy¢, ze 101...10(,) = 1+4+16+...+4”, mozemy

p
, . +1_
zatem skorzystac z sumy ciggu geometrycznego, a, = %, a zatem

a,=(4"*""—-1)-37" mod M

. Warto$¢ 37! mod M mozna tatwo policzy¢ juz napisanym potegowaniem mod-
ularnym, gdyz 37! = 3¥~2 mod M, z malego twierdzenia Fermata.
Ostateczng warto$¢ N mod M liczymy iteracyjnie stosujac wzor

N =((a, 2% +a,)2%* " +a,)...+a,).

Ztozonoé¢ czasowa catego rozwigzania to @(nlog®n) w przypadku pier-
wszego podejscia z liczeniem wartosci a, mod M lub &(nlogn) w drugim
przypadku.

p



6 Klany

Gdyby wszystkie klany miaty ten sam herb, zadanie sprowadzitoby sie do
wyznaczenia najmtodszego wspdlnego przodka, czyli skorzystanie ze standar-
dowego algorytmu LCA (least common ancestor). Pelne rozwigzanie bedzie
opiera¢ sie na tym algorytmie. Na poczatku wczytajmy wszystkie zapytania, i
dla kazdego z nich policzmy faktyczne LCA w drzewie. W kazdym wierzchotku,
ktoéry jest LCA dla pewnych wierzchotkéw z zapytania, zatrzymajmy informacje
o tym, ktére to bylto zapytanie oraz o jaki kolor herba bylo pytanie.

Nastepnie, po obstuzeniu wszystkich zapytan, przejdzmy za pomocg DFS po
calym drzewie. Dla kazdego herbu trzymajmy stos odwiedzonych wierzchotkéw
z danym herbem. Wtedy, odwiedzajac dany wierzchotek v, czubek stosu dla
danego herbu h bedzie okreslat najblizszy wierzchotek na Sciezce do korzenia u,
ktéry ma herb h. Wierzchotek u jest odpowiedzia na wszystkie zapytania o herb
h zapamietane w wierzchotku v.

Alternatywnym, krétszym do napisania rozwigzaniem jest wariant offline
LCA. Na poczatku w kazdym wierzchotku zapiszmy liste numerdéw zapytan, ktére
dotyczg tego wierzchotka, tj. dla zapytania nr i postaci u;, v;, h;, zapiszmy w u;
oraz v;, ze i-te pytanie ich dotyczy. Ponadto bedziemy utrzymywacé strukture
union-find, a dla kazdego zbioru bedziemy trzymaé¢ dodatkowo warto$¢ “ojca”
tego zbioru. Wychodzac z danego wierzchotka v, wykonujemy union z jego
ojcem u, a ponadto ustawiamy warto$¢ zbioru v na u.

Wtedy, odwiedzajac wierzchotek v, ktérego dotyczy zapytanie i, jezeli v jest
drugim odwiedzanym wierzchotkiem dla tego zapytania (pierwszym byt jakis u),
LCA tego zapytania jest w ojcu zbioru u.

Ztozono$¢ czasowa rozwigzania to &(nlogn) w pierwszej wersji oraz
O(no(n)) w drugiej z union-find.

7 Podzial ciqgu

Na wstepie zastanéwmy sie, jak wyglada optymalny podzial dla danego ciggu
warto$ci. Kluczowa obserwacja jest to, Ze istnieje optymalny podzial, w ktérym
kazdy kawatek jest monotoniczny, tj. elementy tego kawatka nie maleja lub nie
rosng.

To narzuca pewne rozwigzanie, mianowicie, moglibySmy utrzymywac
drzewo przedzialowe, a w kazdym wezle utrzymywaé kilka informacji:
odpowiedz dla tego wezta, wartoséci skrajnych elementéw oraz informacje o
tym czy sa elementami kawatkéw rosnacych czy malejacych. To rozwiazanie
jest poprawne, aczkolwiek istnieje inne, znacznie prostsze implementacyjnie
rozwigzanie.

Zmienmy nasz poczatkowy ciag a;,...,ay W cigg réznic miedzy kolejnymi
warto$ciami d; = a; — a;,;. Wtedy warto$¢ podzialu na kawatki monotoniczne
to suma Y. |d;| z wytaczeniem tych d;, w ktérych dokonujemy ciecia. Zatem
nasz problem sprowadza sie do wybrania takiego podzbioru d;, Ze suma ich
warto$ci bezwzglednych jest maksymalna, ale nie mozemy wybra¢ sgsiednich
takich sgsiednich d;,d,,, ze ich znaki sg przeciwne (to by znaczylo, ze mamy
jakis kawatek, ktéry nie jest monotoniczny).

Teraz budujemy drzewo przedzialowe na naszych wartoSciach, ponownie
w kazdym wezle chcemy trzymaé¢ odpowiedz dla przedziatu obejmujacego ten



wezel, réwniez w przypadkach, w ktérych dokonujemy nie bierzemy skrajnie
lewego lub prawego elementu. Wtedy scalenie dwdch weztéw musi jedynie
sprawdzac¢ w jaki sposob scali¢ skrajnie prawa warto$¢ lewego wezla ze skra-
jnie lewa wartoscig prawego wezta. Jesli majg te same znaki, mozna potaczy¢
je w jeden monotoniczny cigg, inaczej musimy dokona¢ odpowiedniego ciecia.
Update réwniez staja sie prostsze, poniewaz teraz dokonujemy zmian w dwdch
punktach, na koncach przedziatéw (réznice wewnatrz aktualizowanego przedzi-
alu pozostaja takie same).
Calo$¢ rozwigzania kosztuje nas 0(n + qlogn).



