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Problem A - Era Imperium

Zadanie

Dla danej liczby N wypisaé najmniejsza liczbe k, taka ze N da sie
przedstawi¢ jako sume k liczb catkowitych z przedziatu [2, 3] lub stwierdzi¢,
ze nie jest to mozliwe.
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Problem A - Era Imperium

Zadanie

Dla danej liczby N wypisaé najmniejsza liczbe k, taka ze N da sie
przedstawi¢ jako sume k liczb catkowitych z przedziatu [2, 3] lub stwierdzi¢,
ze nie jest to mozliwe.

Jezeli reszta z dzielenia N przez 3 to:
@ 0 — uzywamy tylko liczb 3.
@ 1 — uzywamy dwdch liczb 2. Jezeli N = 1, to odpowiedZ nie istnigje.

@ 2 — uzywamy jednej liczby 2.
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Problem B - Zabawy z zapatkami

26 czerwca 2022 4/68



Problem B - Zabawy z zapatkami

Zadanie
lle liczb podzielnych przez 111 da sie utozy¢ z co najwyzej N zapatek?
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Problem B - Zabawy z zapatkami

Zadanie
lle liczb podzielnych przez 111 da sie utozy¢ z co najwyzej N zapatek?

Obserwacja
Najwieksza liczba, jaka mozemy utozyé z N zapatek, nie jest wieksza niz
(1.111...) - 10/N/21=1 Dla N = 20 jest to 1111111 111.

Wystarczy sprawdzié % ~ 107 liczb. Kazda liczbe sprawdzamy w

czasie liniowym od liczby jej cyfr.
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Problem C - WiedZmak
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Problem C - WiedZmak

Zadanie

Odszyfruj 3 listy, ktére zostaty zaszyfrowane ponizsza funkgja.

unsigned int stan;
unsigned int los() {

stan "= stan << 13;
stan "= stan >> 17;
stan "= stan << 5;
return stan;
¥
char szyfruj_znak(char c) {
if (¢ < ’a’ ||l ¢ > ’z?) return c;
int stary_numer_znaku = ¢ - ’a’; // od 0 do 25
int przesuniecie = los() % 26;
int nowy_numer_znaku = (stary_numer_znaku + przesuniecie) % 26;
return ’a’ + nowy_numer_znaku;
}
std::string szyfruj_tekst(std::string s, unsigned int ziarmo) {
stan = ziarno;
for (int i = 0; i < s.size(); ++i) {
s[i] = szyfruj_znak(s[il);
}
return s;
¥
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Problem C - WiedZmak

Jezeli znamy ziarno, to zeby odszyfrowa¢ tekst wystarczy podmienié w
kodzie jedna linie w funkcji szyfruj_znak.

char szyfruj_znak(char c) {

if (c < ’a’ || ¢ > ’z’) return c;

int stary_numer_znaku = ¢ - ’a’; // od 0 do 25

int przesuniecie = los() % 26;

int nowy_numer_znaku = (stary_numer_znaku + przesuniecie) % 26;

return ’a’ + nowy_numer_znaku;

char deszyfruj_znak(char c) {

if (¢ < ’a’ || ¢ > ’z’) return c;

int stary_numer_znaku = ¢ - ’a’; // od 0 do 25

int przesuniecie = los() % 26;

int nowy_numer_znaku = (stary_numer_znaku - przesuniecie + 26) % 26;

return ’a’ + nowy_numer_znaku;
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Problem C - WiedZmak

Mozliwych wartosci ziarna jest zbyt wiele, zeby sprawdzaé je wszystkie
recznie. Zamiast tego mozemy przefiltrowaé odszyfrowane teksty.

Sposéb pierwszy
Korzystamy ze wskazéwek zawartych w tresci.

o Pierwszy list zawiera palindrom, sktadajacy sie z co najmniej 6 liter.

@ Drugi list zawiera stowo " kwadratowe” o dtugosci co najmniej 5.

e Podpis autora jest taki sam we wszystkich listach (dalibor gosciwuyj).
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Problem C - WiedZmak

Mozliwych wartosci ziarna jest zbyt wiele, zeby sprawdzaé je wszystkie
recznie. Zamiast tego mozemy przefiltrowaé odszyfrowane teksty.

Sposéb pierwszy
Korzystamy ze wskazéwek zawartych w tresci.

—

o Pierwszy list zawiera palindrom, sktadajacy sie z co najmniej 6 liter.
@ Drugi list zawiera stowo " kwadratowe” o dtugosci co najmniej 5.

e Podpis autora jest taki sam we wszystkich listach (dalibor gosciwuyj).

Sposéb drugi
Heurystycznie oceniamy, czy dany tekst jest ciggiem losowych znakéw, czy
poprawnym tekstem w jezyku polskim. Na przyktfad:

@ Sprawdzamy czestotliwos¢ samogtosek.
@ Zliczamy czesto pojawiajace sie stowa. Na przyktad spéjniki.
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Problem D - Pradawne zwoje
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Problem D - Pradawne zwoje

Zadanie

Rozwazmy gre, w ktérej otrzymujemy pewien cigg binarny. Mozemy
wykonywaé operacje odwrdcenia ostatniego bitu oraz opracje odwrécenia
bitu znajdujacego sie bezposrednio po lewej od pierwszej jedynki od prawe;.
Celem gry jest otrzymanie ciagu ztozonego z samych zer.

Naszym zadaniem jest wypisanie takiego ciggu binarnego, ze najmniejsza
liczba operacji potrzebna do wygrania gry jest rowna N lub stwierdzenie, ze
taki ciag nie istnigje.

v
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Problem D - Pradawne zwoje

Rozwazmy gre, w ktérej otrzymujemy pewien cigg binarny. Mozemy
wykonywaé operacje odwrdcenia ostatniego bitu oraz opracje odwrécenia
bitu znajdujacego sie bezposrednio po lewej od pierwszej jedynki od prawe;.
Celem gry jest otrzymanie ciagu ztozonego z samych zer.

Naszym zadaniem jest wypisanie takiego ciggu binarnego, ze najmniejsza
liczba operacji potrzebna do wygrania gry jest rowna N lub stwierdzenie, ze
taki ciag nie istnigje.

v

Obserwacja 1
Przy optymalnej strategii nie wykonamy tej samej operacji dwa razy z
rzedu. Ponadto ostatnia operacja zawsze bedzie odwrdcenie ostatniego bitu.

Czyli réwnie dobrze mozemy rozwazaé gre, w ktérej zaczynamy od ciagu
zfozonego z samych zer, wykonujemy operacje naprzemiennie, zaczynajac
od operacji odwrécenia ostatniego bitu i chcemy otrzymaé podany ciag.
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Problem D - Pradawne zwoje
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Problem D - Pradawne zwoje

Po wykonaniu x operacji i-ty bit (numeracja od 0) jest réwny

\\X+2i

Czyli rozwiazanie zawsze istnieje i potrafimy je obliczy¢ w czasie O(log N).
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Problem E - Swiadek
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Problem E - Swiadek

1 2 1 2 1 2 3
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Problem E - Swiadek

Zadanie

Dana jest pomieszana uktadanka wymiaru NxM, w ktérej dwa pola s3
puste. Mamy poda¢ sekwencje ruchéw polegajacych na przesuwaniu
kafelkéw na sasiednie wolne pole, ktéra doprowadzi do poprawnego utozenia.
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Problem E - Swiadek

Zadanie

Dana jest pomieszana uktadanka wymiaru NxM, w ktérej dwa pola s3
puste. Mamy poda¢ sekwencje ruchéw polegajacych na przesuwaniu
kafelkéw na sasiednie wolne pole, ktéra doprowadzi do poprawnego utozenia.

Kafelki bedziemy przesuwali na poprawne miejsce w kolejnosci zgodnej z
numerem pozycji docelowej. Ruchy pozwalajace na przesuniecie jednego
kafelka (nazwijmy go X) mozemy znalez¢ przy pomocy algorytmu BFS,
ktéry zadba dodatkowo o to, zeby nie przesuwaé kafelkéw juz utozonych
poprawnie.
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Problem E - Swiadek

Zadanie

Dana jest pomieszana uktadanka wymiaru NxM, w ktérej dwa pola s3
puste. Mamy poda¢ sekwencje ruchéw polegajacych na przesuwaniu
kafelkéw na sasiednie wolne pole, ktéra doprowadzi do poprawnego utozenia.

Kafelki bedziemy przesuwali na poprawne miejsce w kolejnosci zgodnej z
numerem pozycji docelowej. Ruchy pozwalajace na przesuniecie jednego
kafelka (nazwijmy go X) mozemy znalez¢ przy pomocy algorytmu BFS,
ktéry zadba dodatkowo o to, zeby nie przesuwaé kafelkéw juz utozonych
poprawnie.

Stanem w przeszukiwaniu jest trojka: pozycja kafelka X, pozycja pierwszego
pustego pola, pozycja drugiego pustego pola. Chcemy znalez¢ éciezke od
stanu reprezentujacego aktualng pozycje na planszy do stanu, w ktérym X
jest na docelowym miejscu.
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Problem E - Swiadek
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Problem E - Swiadek

Algorytm BFS znajdzie poprawng Sciezke, o ile wcigz zostaty co najmniej
dwa nieutozone wiersze — w takiej sytuacji zawsze mozemy "omina¢”
wierzchotek X, gdy przesuwamy puste pola, a tym samym kazdy poprawny
stan jest osiagalny.
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Problem E - Swiadek

Algorytm BFS znajdzie poprawng Sciezke, o ile wcigz zostaty co najmniej
dwa nieutozone wiersze — w takiej sytuacji zawsze mozemy "omina¢”
wierzchotek X, gdy przesuwamy puste pola, a tym samym kazdy poprawny
stan jest osiagalny.

Gdy do utozenia zostang dwa ostatnie wiersze, to zmieniamy kolejno$é
kafelkow. Tym razem bedziemy je ustawia¢ kolumnami od lewej do prawej,
najpierw ustawiajac kafelek w wierszu przedostatnim, a nastepnie w
ostatnim.

Podobnie jak w pierwszej fazie, algorytm BFS za kazdym razem znajdzie
Sciezke.

26 czerwca 2022 18 /68



Problem E - Swiadek

Liczba wykonanych ruchéw

Wstepnie mozemy oszacowaé, ze bedziemy potrzebowali (M - N — 2) (liczba
kafelkéw) - (N - M)3 (liczba stanéw w BFS) ruchéw.
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Wstepnie mozemy oszacowaé, ze bedziemy potrzebowali (M - N — 2) (liczba
kafelkéw) - (N - M)3 (liczba stanéw w BFS) ruchéw.

To szacowanie jest jednak mocno zawyzone, BFS znajduje przeciez
najkrétsza Sciezke.
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Problem E - Swiadek

Liczba wykonanych ruchéw

Wstepnie mozemy oszacowaé, ze bedziemy potrzebowali (M - N — 2) (liczba
kafelkéw) - (N - M)3 (liczba stanéw w BFS) ruchéw.

To szacowanie jest jednak mocno zawyzone, BFS znajduje przeciez
najkrétsza Sciezke.

Pokazemy przyktadowa sekwencje ruchéw poprawiajaca kafelek X, ktéra jest
krétka. A skoro BFS znajduje optymalng $ciezke, to bedzie ona nie dtuzsza,
niz ta pokazana przez nas.
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Problem E - Swiadek

@ Najpierw musimy przesuna¢ puste pola obok X, to zajmie 2 - (N + M)
ruchéw.
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Problem E - Swiadek

@ Najpierw musimy przesuna¢ puste pola obok X, to zajmie 2 - (N + M)
ruchéw.

@ Nastepnie przesuniemy kafelek X na docelowe miejsce. Skoro puste
pole jest obok X, to poruszenie X w jakim$ kierunku wymaga co
najwyzej 5 przesunie¢ kafelkéw dookota, a nastepnie przesuniecia X.
Zatem przestawienie X na poprawng pozycje zajmie co najwyzej
6 - (N + M) ruchéw.
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Problem E - Swiadek

@ Najpierw musimy przesuna¢ puste pola obok X, to zajmie 2 - (N + M)
ruchéw.

@ Nastepnie przesuniemy kafelek X na docelowe miejsce. Skoro puste
pole jest obok X, to poruszenie X w jakim$ kierunku wymaga co
najwyzej 5 przesunie¢ kafelkéw dookota, a nastepnie przesuniecia X.
Zatem przestawienie X na poprawng pozycje zajmie co najwyzej
6 - (N + M) ruchéw.

Poprawione oszacowanie
(N-M—-2)-(2-(N+M)+6-(N+ M)) < 100000
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Problem F - Turniej szachowy
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Problem F - Turniej szachowy

Dane jest drzewo o N wierzchotkach z przypisanymi losowymi wagami w,,.
Aktywujemy krawedzie w podanej kolejnosci. Po kazdej aktywacji mamy
wypisac ile jest wierzchotkéw v, ktérym zwiekszyta sie wartosé

maxyex (wy, @ wy), gdzie X to zbidr wierzchotkdw, do ktérych mozna dojsé
z v korzystajac jedynie z aktywowanych krawedzi.
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Problem F - Turniej szachowy

Dane jest drzewo o N wierzchotkach z przypisanymi losowymi wagami w,,.
Aktywujemy krawedzie w podanej kolejnosci. Po kazdej aktywacji mamy
wypisac ile jest wierzchotkéw v, ktérym zwiekszyta sie wartosé

maxyex (wy, @ wy), gdzie X to zbidr wierzchotkdw, do ktérych mozna dojsé
z v korzystajac jedynie z aktywowanych krawedzi.

Dodajemy do grafu krawedzie w podanej kolejnosci, utrzymujac aktualne
spéjne sktadowe w strukturze zbioréw roztacznych. Dla kazdej spdjnej
utrzymujemy réwniez drzewo trie zawierajace wagi jej wierzchotkow.

Po dodaniu krawedzi taczymy spdjne (w tym drzewa trie) metoda mniejszy
do wigkszego.
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Problem F - Turniej szachowy

taczac dwie spdjne A i B, musimy zliczyé liczbe wierzchotkéw v € A, takich
ze maxpep (Wy @ wp) > maxaea (wy, @ w,) i analogicznie dla v € B.

Zatézmy, ze |A| < |B].

Zgodnie z zasada mniejszy do wiekszego mozemy sie przeiterowaé po
wszystkich wierzchotkach z v € A i w trie B znalez¢ wage x, ktéra
maksymalizuje (w, & x).

Po wierzchotkach v € B nie mozemy sie przeiterowad, wiec sprébujmy dla
kazdego wierzchotka a € A szybko znalezé wszystkie v € B, ktérym
zwieksza sie wartos¢. Okazuje sig, ze nie bedzie ich wiele.
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Problem F - Turniej szachowy

Dla drzewa trie B, przez p oznaczmy maksymalny poziom, na ktérym mamy
wszystkie wierzchotki.
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Problem F - Turniej szachowy

Dla drzewa trie B, przez p oznaczmy maksymalny poziom, na ktérym mamy
wszystkie wierzchotki.

Obserwacja 1

Poniewaz wagi s3 losowe, w poddrzewie kazdego wierzchotka na poziomie p
oczekiwana liczba elementéw wynosi O(log |B]).

26 czerwca 2022 24 /68



Problem F - Turniej szachowy

Dla drzewa trie B, przez p oznaczmy maksymalny poziom, na ktérym mamy
wszystkie wierzchotki.

Obserwacja 1

Poniewaz wagi s3 losowe, w poddrzewie kazdego wierzchotka na poziomie p
oczekiwana liczba elementéw wynosi O(log |B]).

Obserwacja 2

Kazdy wierzchotek a € A moze zwigkszy¢ wartosci wytacznie w jednym
(losowym) sposréd tych poddrzew. tatwo je wyznaczyé negujac wi.
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Problem G - Magnetyczna zabawka
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Problem G - Magnetyczna zabawka

Zadanie

Dany jest graf z kolorowymi wierzchotkami i krawedziami o koncach w
réznych kolorach.

Mozemy wykonywaé operacje obrotu wierzchotka, razem z przylegajacymi
do niego krawedziami.

Zadanie: okresli¢ czy da sie za pomoca tych operacji doprowadzi¢ graf do
pozycji utozonej.

IS
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Problem G - Magnetyczna zabawka

Nie wszystkie ustawienia i skierowania krawedzi da sie otrzymaé za pomoca
powyzszych ruchoéw.
© Sprawdzanie skierowania krawedzi

©® Graf dwudzielny

Jezeli ktéras z krawedzi jest Zle obrécona, nalezy wypisaé NIE.
@ Graf niedwudzielny

Trzeba sprawdzi¢ " parzystos$¢ zbioru zle obréconych krawedzi”

@ Sprawdzanie potozenia krawedzi
@ Graf jest gwiazda (drzewem o n — 1 liSciach)
@ Graf zawierajacy tylko wierzchotki o nieparzystych stopniach
Jedli uktad krawedzi jest permutacja nieparzysta, wypisz NIE.
@ Graf zawierajacy wierzchotek o parzystym stopniu
Wszystkie ustawienia s3 mozliwe.
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Problem G - Magnetyczna zabawka

Algorytm zamieniajacy miejscami 3 krawedzie (potrzebny tylko do dowodu
poprawnosci):

7 \
~

N ¥ .

(a) (b) (c)
\ . |

-~ e
< A
(d) - (e) (f)
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Problem G - Magnetyczna zabawka

Algorytm obracajacy 2 krawedzie (potrzebny tylko do dowodu poprawnosci):

LV S
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Problem G - Magnetyczna zabawka

Rozwigzanie wymagato:
@ sprawdzenia czy graf jest gwiazda (oraz sprawdzenia czy dwie gwiazdy
maja krawedzie w tej samej kolejnosci),
@ sprawdzenia dwudzielno$ci grafu (ze sprawdzeniem czy konkretne
wierzchotki leza po tej samej stronie),

@ sprawdzenia czy liczba krawedzi o niepokrywajacym sie skierowaniu jest
nieparzysta,
@ sprawdzenia czy graf zawiera wierzchotek o stopniu parzystym,

@ sprawdzenia czy permutacja krawedzi grafu jest parzysta.
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Problem H - (Nie)uczciwy remik
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Problem H - (Nie)uczciwy remik

Zadanie

Dany jest ciag liczb A1, Ay, ..., A,. Mamy wypisaé najmniejszg mozliwg
sume elementéw ciagu po wykonaniu pewnej liczby operacji zamiany dwdch
sasiednich elementéw A;, Aj+1 na jeden element réowny A; © Ajt1.
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Problem H - (Nie)uczciwy remik

Zadanie

Dany jest ciag liczb A1, Ay, ..., A,. Mamy wypisaé najmniejszg mozliwg
sume elementéw ciagu po wykonaniu pewnej liczby operacji zamiany dwdch
sasiednich elementéw A;, A;+1 na jeden element réwny A; & Aj11.

Obserwacja

Dla dowolnych nieujemnych x, y zachodzi x &y < x + y.
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Problem H - (Nie)uczciwy remik

Zadanie

Dany jest ciag liczb A1, Ay, ..., A,. Mamy wypisaé najmniejszg mozliwg
sume elementéw ciagu po wykonaniu pewnej liczby operacji zamiany dwdch
sasiednich elementéw A;, A;+1 na jeden element réwny A; & Aj11.

Obserwacja

Dla dowolnych nieujemnych x, y zachodzi x &y < x + y.

Zamieniajac dwie karty nigdy nie pogorszymy wyniku. Wobec tego istnieje
optymalne rozwiazanie, w ktérym Jas zostaje z tylko jedna karta.

Poniewaz dziatanie @ jest taczne, wartos¢ ostatniej karty jest réwna
A1 D Ay @ - -- @ Ap, niezaleznie od operacji, ktére wykonamy.
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Problem | - Akrobatyka
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Problem | - Akrobatyka

Zadanie

Nalezy wybra¢ kolejno$¢ odwiedzania punktéw pi, po, ..., py znajdujacych
sie na prostej tak, aby sumarycznie przeby¢ jak najdtuzsza droge.
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Problem | - Akrobatyka

Zadanie

Nalezy wybra¢ kolejno$¢ odwiedzania punktéw pi, po, ..., py znajdujacych
sie na prostej tak, aby sumarycznie przeby¢ jak najdtuzsza droge.

lle co najwyzej razy mozna przej$é odcinek pomiedzy punktami p; oraz
pi+1?

Obserwacja

Po lewej stronie od odcinka znajduje sie i punktéw, a po prawej N — .
Mozemy wiec przez niego przejs¢ maksymalnie 2 min(i, N — i) razy.
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Problem | - Akrobatyka

Rozwazmy dwa przypadki:

@ N jest parzyste — wtedy srodkowa krawedz przejdziemy maksymalnie
N — 1 razy (tyle skokéw wykonamy). Optymalng Sciezka, ktéra
przejdzie kazdy odcinek maksymalna mozliwg liczbe razy, jest:

PNn/2, PN5> PN/2—-15 PN—1, ---5 P1l, PN/241-

254;6:7;6;4;2
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Problem | - Akrobatyka

Rozwazmy dwa przypadki:
@ N jest nieparzyste — wtedy jedng ze Srodkowych krawedzi przejdziemy
maksymalnie N — 2 razy. Optymalna Sciezky jest wtedy
P(N+1)/2> PNs P1, PN—15 P2, -5 5 P(N—1)/2

lub jej lustrzane odbicie (w zaleznosci, ktéry z odcinkéw Srodkowych
jest dtuzszy).

254;6:7:8:6;4;2
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Problem J - Obrazki logiczne
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Problem J - Obrazki logiczne

WOAN[(N[N|O|W|=|=|W
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Problem J - Obrazki logiczne

Zadanie

Dla danego jednego, czesciowo rozwigzanego, wiersza obrazka logicznego,
uzupetnij wszystkie mozliwe pola.

Przyktad:

FHusn Cood o oo
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Problem J - Obrazki logiczne

Zadanie

Dla danego jednego, czesciowo rozwigzanego, wiersza obrazka logicznego,
uzupetnij wszystkie mozliwe pola.

Przyktad:

FHusn Cood o oo

Odpowiedz:

s 2 2 (T N
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Problem J - Obrazki logiczne

Pomyst: sprawdzmy kolejno dla kazdego pola czy moze ono byé
zamalowane, albo pozosta¢ niezamalowane.
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Problem J - Obrazki logiczne

Pomyst: sprawdzmy kolejno dla kazdego pola czy moze ono byé
zamalowane, albo pozosta¢ niezamalowane.

Jezeli ktéras z opcji nie bedzie mozliwa, to musimy wybrac druga opcje.
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zamalowane, albo pozosta¢ niezamalowane.

Jezeli ktéras z opcji nie bedzie mozliwa, to musimy wybrac druga opcje.

Tylko jak sprawdzi¢ czy dane zamalowanie jest jeszcze poprawne...
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Problem J - Obrazki logiczne

Pomyst: sprawdzmy kolejno dla kazdego pola czy moze ono byé
zamalowane, albo pozosta¢ niezamalowane.

Jezeli ktéras z opcji nie bedzie mozliwa, to musimy wybrac druga opcje.

Tylko jak sprawdzi¢ czy dane zamalowanie jest jeszcze poprawne...
programowaniem dynamicznym!
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Problem J - Obrazki logiczne

Niech stan DPJi][j] oznacza czy jeste$my w stanie zamalowa¢ pola od 1 do

i tak, aby na obrazku zamalowane byty doktadnie odcinki dy,

.., di, wotejze
kolejnosci.
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Problem J - Obrazki logiczne

Niech stan DPJi][j] oznacza czy jeste$my w stanie zamalowa¢ pola od 1 do
i tak, aby na obrazku zamalowane byty doktadnie odcinki d1, ..., d;, w tejze

kolejnosci.

Jesli chcemy zostawi¢ pole i niezamalowane, to:
@ musi ono mie¢ mozliwo$é bycia niezamalowanym,

e musi by¢ spetnione DP[i — 1][j].
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Problem J - Obrazki logiczne

Niech stan DPJi][j] oznacza czy jeste$my w stanie zamalowa¢ pola od 1 do
i tak, aby na obrazku zamalowane byty doktadnie odcinki d1, ..., d;, w tejze
kolejnosci.
Jesli chcemy zostawi¢ pole i niezamalowane, to:

@ musi ono mie¢ mozliwo$é bycia niezamalowanym,

e musi by¢ spetnione DP[i — 1][j].
Jesdli chcemy aby pole i zostato zamalowane, to :

o koncowy fragment o dtugosci d; (pola od i — d; + 1 do i) musi mieé
mozliwos¢ bycia zamalowanym,

@ i — d; musi zosta¢ puste,
@ musi by¢ spetnione DP[i — d; — 1][j — 1].
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Problem J - Obrazki logiczne

Niech stan DPJi][j] oznacza czy jeste$my w stanie zamalowa¢ pola od 1 do
i tak, aby na obrazku zamalowane byty doktadnie odcinki d1, ..., d;, w tejze
kolejnosci.
Jesli chcemy zostawi¢ pole i niezamalowane, to:

@ musi ono mie¢ mozliwo$é bycia niezamalowanym,

e musi by¢ spetnione DP[i — 1][j].
Jesdli chcemy aby pole i zostato zamalowane, to :

o koncowy fragment o dtugosci d; (pola od i — d; + 1 do i) musi mieé
mozliwos¢ bycia zamalowanym,

@ i — d; musi zosta¢ puste,

@ musi by¢ spetnione DP[i — d; — 1][j — 1].
To rozwiazanie dobrze zaimplementowane ma ztozonoéé O(N? - K), co byto
akceptowane, ale mozna je zoptymalizowaé¢ do O(N - K).
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Problem K - Drewno, glina i owce
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Problem K - Drewno, glina i owce

Zadanie

Dostajemy graf meduze — graf z co najwyzej jednym cyklem. Kazdy
wierzchotek grafu jest pokolorowany na jeden z 3 koloréw. Pytamy sie, na
ile sposobéw mozna podzieli¢ graf na spdjne fragmenty, tak zeby kazdy
fragment zawierat wierzchotek kazdego z 3 kolordéw.
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Problem K - Drewno, glina i owce

Dostajemy graf meduze — graf z co najwyzej jednym cyklem. Kazdy
wierzchotek grafu jest pokolorowany na jeden z 3 koloréw. Pytamy sie, na
ile sposobéw mozna podzieli¢ graf na spdjne fragmenty, tak zeby kazdy
fragment zawierat wierzchotek kazdego z 3 kolordéw.

Wersja prostsza — drzewo

W takiej wersji problem mozna rozwigza¢ standardowym programowaniem
dynamicznym: dla kazdego wierzchotka v i maski koloréw m obliczamy, na
ile sposobéw mozna podzieli¢ poddrzewo v tak, ze wszystkie fragmenty
oprécz najwyzszego zawieraja wszystkie kolory, a najwyzszy fragment (ten z
v), zawiera kolory z m.

v
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Problem K - Drewno, glina i owce

© Znajdujemy cykl w grafie. Niech ¢ oznacza jego dtugos$¢.
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© Znajdujemy cykl w grafie. Niech ¢ oznacza jego dtugos$¢.

© Dla kazdego wierzchotka na cyklu v i dla kazdej maski koloréw m
liczymy wynik dpiree[v][m] w grafie ograniczonym do poddrzewa v.
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poprzednik na cyklu
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Problem K - Drewno, glina i owce

© Znajdujemy cykl w grafie. Niech ¢ oznacza jego dtugos$¢.
© Dla kazdego wierzchotka na cyklu v i dla kazdej maski koloréw m
liczymy wynik dpiree[v][m] w grafie ograniczonym do poddrzewa v.

© Wybierz dowolny wierzchotek na cyklu, nazwijmy go u, a up to jego
poprzednik na cyklu

@ Dla kazdego kolejnego wierzchotka na cyklu v liczymy
dpeycte[V][mp][mo][K], ktdre jest réwne liczbie podziatéw fragmentu
cyklu od u do v na k fragmentéw, z czego wewnetrzne fragmenty
zawierajg wszystkie kolory, pierwszy zawiera kolory z maski mp, a
ostatni z maski m,.
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Problem K - Drewno, glina i owce

© Znajdujemy cykl w grafie. Niech ¢ oznacza jego dtugos$¢.

© Dla kazdego wierzchotka na cyklu v i dla kazdej maski koloréw m
liczymy wynik dpiree[v][m] w grafie ograniczonym do poddrzewa v.

© Wybierz dowolny wierzchotek na cyklu, nazwijmy go u, a up to jego
poprzednik na cyklu

@ Dla kazdego kolejnego wierzchotka na cyklu v liczymy
dpeycte[V][mp][mo][K], ktdre jest réwne liczbie podziatéw fragmentu
cyklu od u do v na k fragmentéw, z czego wewnetrzne fragmenty
zawierajg wszystkie kolory, pierwszy zawiera kolory z maski mp, a
ostatni z maski m,.

© Dla k =1 warto$¢ m, nie ma znaczenia, mozemy uznaé, ze wtedy
mo, = 000,
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Problem K - Drewno, glina i owce

Wynik to suma:
@ bez podziatu: dpcycie[up][1112][0002][1]
o dwa fragmenty: dpcycie[up][1112][1115][2]
@ podziatu na co najmniej 3 fragmenty, w ktérym taczymy pierwszy i
ostatni fragment: > {_5 Zmp|mk:1112 dpeycle[up][mp][mo][K]
@ podziatu na co najmniej 3 fragmenty, w ktérym pierwszy i ostatni
fragment pozostaja rozdzielone: Y 73 dpeycie[Up][1112][1112][K]
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Problem K - Drewno, glina i owce

Wynik to suma:
@ bez podziatu: dpcycie[up][1112][0002][1]
o dwa fragmenty: dpcycie[up][1112][1115][2]
@ podziatu na co najmniej 3 fragmenty, w ktérym taczymy pierwszy i
ostatni fragment: > {_5 Zmp|mk:1112 dpeycle[up][mp][mo][K]
@ podziatu na co najmniej 3 fragmenty, w ktérym pierwszy i ostatni
fragment pozostaja rozdzielone: Y 73 dpeycie[Up][1112][1112][K]

Takie rozwiazanie jest jednak za wolne. Wystarczy za to liczy¢ dpcycle dla
trzech mozliwych typéw wartosci k: {1,2,> 3}.
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Problem L - Pora roku
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Problem L - Pora roku

Zadanie
Dla podanej daty nalezy okresli¢ jaka pora roku obowigzuje tego dnia.
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Problem L - Pora roku

Zadanie

—

Dla podanej daty nalezy okresli¢ jaka pora roku obowigzuje tego dnia.

Najtatwiej to zrobi¢ piszac jedna pomocnicza funkcje, ktéra poréwnuje dwie
daty i stwierdza, ktéra z nich jest wczesniej. Taka funkcja moze operowaé
na napisach, ale jeszcze prosciej jest, gdy operuje ona na liczbach. Nalezy
tylko pamieta¢ o zamianie wczytanych dat na liczby.

Nastepnie za pomoca tak napisanej funkgji i instrukcji warunkowych
wystarczy wypisa¢ nazwe odpowiedniej pory roku.
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Problem M - Zaminowane ktadki
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Problem M - Zaminowane kfadki

Zadanie

Na wejsciu dostajemy permutacje powstata w wyniku powtdrzenia specjalnej
operacji zamian miejscami dwéch elementéw na zadanych pozycjach.
Musimy wréci¢ do permutacji identyczno$ciowej rowniez korzystajac ze
specjalnej operacji, jednak nie mozemy powtarza¢ dwukrotnie zamian
elementéw na tych samych pozycjach (licza sie takze zamiany wykonane do
uzyskania sytuacji z wejscia). Dodatkowo mamy zapewnione, ze dwa
elementy nigdy nie zostaty ruszone.
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Problem M - Zaminowane kfadki

Zadanie

Na wejsciu dostajemy permutacje powstata w wyniku powtdrzenia specjalnej
operacji zamian miejscami dwéch elementéw na zadanych pozycjach.
Musimy wréci¢ do permutacji identyczno$ciowej rowniez korzystajac ze
specjalnej operacji, jednak nie mozemy powtarza¢ dwukrotnie zamian
elementéw na tych samych pozycjach (licza sie takze zamiany wykonane do
uzyskania sytuacji z wejscia). Dodatkowo mamy zapewnione, ze dwa
elementy nigdy nie zostaty ruszone.

Przy zatozeniu, ze dwa elementy byty wczesniej nieruszone, zawsze da sie
znalez¢ ciag zamian, ktéry przywraca poczatkowe utozenie.

Tzw. ,Twierdzenie Futuramy” autorstwa Kena Keelera, odcinek ,,Prisoner
of Benda".
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Problem M - Zaminowane kfadki
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Problem M - Zaminowane kfadki

Zastanéwmy sie nad prostg instancja tego problemu.

Wiesniacy o numerach 1 i 2 nigdy nie zostali ruszeni, a 3, 4 i 5 tworza cykl
(czyli 3 powinien by¢ na wyspie z 4, 4 na wyspie z 5, a 5 na wyspie z 3.

Dla uproszczenia, na rysunkach pomijamy istniejgcy most pomiedzy ich

wyspami. Jako pierwsze wykonujemy zamiany oznaczone na rysunku
numerami 1 i 2, w takiej kolejnosci.
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Problem M - Zaminowane kfadki
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Problem M - Zaminowane kfadki
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Problem M - Zaminowane kfadki
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Problem M - Zaminowane kfadki
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Problem M - Zaminowane kfadki

Udato nam sie poprawi¢ cykl trzyelementowy uzywajac jedynie zamian z
nieruszonymi wczesniej wyspami. Wiedniacy o numerach 1 i 2 s3 co prawda
zamienieni miejscami, ale nigdy nie korzystaliSmy z mostu pomiedzy ich
wyspami.

Dtuzszy cykl

Zauwazmy, ze powyzsze rozwigzanie da sie naturalnie rozszerzy¢ dla
dtuzszych cykli. Wystarczy jedynie zamienia¢ po kolei elementy z cyklu z
elementem na pozycji 1. Jesli zostang tylko dwa elementy do naprawy,
wykonujemy zamiany z rysunkéw.

Wiecej cykli
Permutacje sktadajace sie z wiekszej liczby cykli réwniez nie s3 problemem!

Wystarczy poprawi¢ osobno kazdy z cykli, a na koniec, jesli jest taka
potrzeba, zamieni¢ ze soba wiesniakdéw z wysp 1 i 2.

v
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Problem N - Era Mitologii

26 czerwca 2022 57 /68



Problem N - Era Mitologii

Zadanie

Gramy w gre, w ktérej zaczynamy z P punktami. Naszym celem jest
zdobycie K punktéw. W kazdej sekundzie mozemy zatrudnié¢ robotnikow.
Jeden robotnik kosztuje nas C punktéw i po kazdej sekundzie od momentu
zatrudnienia przynosi nam V punktéw. Naszym zadaniem jest wypisanie
minimalnej liczby sekund, po ktérych jesteSmy w stanie wygrac.
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Problem N - Era Mitologii

Gramy w gre, w ktérej zaczynamy z P punktami. Naszym celem jest
zdobycie K punktéw. W kazdej sekundzie mozemy zatrudnié¢ robotnikow.
Jeden robotnik kosztuje nas C punktéw i po kazdej sekundzie od momentu
zatrudnienia przynosi nam V punktéw. Naszym zadaniem jest wypisanie
minimalnej liczby sekund, po ktérych jesteSmy w stanie wygrac.
Obserwacja 1

Jesli planujemy kupié jakiego$ robotnika, to optaca nam sie to zrobié jak
najwczesniej, gdyz zawsze kosztuje on tyle samo, a im wczesniej go kupimy,
tym wiecej zysku moze on przyniesé.

v

Obserwacja 2

Czas zbierania pozywienia nie bedzie wiekszy niz 1000.
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Problem N - Era Mitologii

Obserwacja 3

Nigdy nie bedziemy potrzebowaé wiecej niz 1000 robotnikéw.

Rozwigzanie zadania polega na sprawdzeniu po jakim czasie jesteSmy w
stanie zebra¢ odpowiednig ilo$¢ pozywienia, zaktadajac, ze zatrudnimy
dokfadnie x € [1,1000] robotnikéw, a nastepnie wypisaniu najmniejszego z
tych czaséw.

Dla ustalonego x iterujemy sie po kolejnych sekundach od 1 do 1000,
utrzymujac licznik punktéw L, oraz licznik robotnikéw L,. W kazdej
sekundzie najpierw zwiekszamy L, o L, - V/, a nastepnie zatrudniamy tylu
robotnikéw ilu mozemy, nie przekraczajac przy tym x.

Jezeli nie zdobedziemy K punktéw do 1000 sekundy, to nie musimy
kontynuowaé symulacji, poniewaz i tak dla innego x uda nam sie uzyskac
lepszy czas.
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Problem N - Era Mitologii

Zadanie da sie tez rozwigzaé w ztozonosci liniowej od wielkosSci liczb na
wejsciu.
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Problem O - Log Roll
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Problem O - Log Roll

Zadanie

Chcemy utozy¢ na prostej N két (o réznych promieniach) w danej kolejnosci,
tak by kazde kolejne koto przylegato Scisle do jednego z poprzednich két.
Podaj szeroko$¢ figury, ktéra jest na koncu suma wszystkich két.
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Problem O - Log Roll

Zadanie

Chcemy utozy¢ na prostej N két (o réznych promieniach) w danej kolejnosci,
tak by kazde kolejne koto przylegato Scisle do jednego z poprzednich két.
Podaj szeroko$¢ figury, ktéra jest na koncu suma wszystkich két.
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Obserwacja

Poniewaz limity w zadaniu nie s3 za duze (N < 3000), bedziemy szukali
rozwiazania dziatajacego w ztozonosci O(N?).
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Obserwacja

Poniewaz limity w zadaniu nie s3 za duze (N < 3000), bedziemy szukali
rozwiazania dziatajacego w ztozonosci O(N?).

Rozwiazanie

Bedziemy kolejno dodawacd kazde kolejne koto i sprawdzaé, w ktérym
miejscu sie zatrzyma jezeli dosuniemy je od prawej strony.
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Obserwacja

Poniewaz limity w zadaniu nie s3 za duze (N < 3000), bedziemy szukali
rozwiazania dziatajacego w ztozonosci O(N?).

Rozwiazanie

Bedziemy kolejno dodawacd kazde kolejne koto i sprawdzaé, w ktérym
miejscu sie zatrzyma jezeli dosuniemy je od prawej strony.

Rozwazymy, w ktérym miejscu zatrzymatoby sie koto, jezeli miatoby stykac
sie z jakim$ z kot, ktére byty wczesniej i majg juz jednoznacznie ustalong
pozycje. Pozycja nowego kofa, jest maksimum z rozwazonych mozliwosci.

26 czerwca 2022 63 /68



Czy to wystarcza?

Symulujac proces przesuwania kota w lewo w pewnym momencie natrafi ono
na przeszkode (inne koto, albo $ciane magazynu) i sie tam zatrzyma.
Rozwazajac wszystkie poprzednie kota, na pewno rozwazymy tez to, na
ktérym rzeczywiscie sie zatrzyma. Na pewno tez nie postawimy nowego kota
za bardzo na prawo.
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Zwr6émy uwage na to, ze w skrajnym przypadku musimy rozwazy¢ okrag,
ktéry pojawit sie duzo wczesniej. J
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Wzér na pozioma odlegtos¢ miedzy srodkami kot

Za pomoca prostych rachunkéw i Twierdzenia Pitagorasa wyznaczamy
nastepujacy wzor:

(ri+1)* = x* + (r, — 11)?
1 ¥ T2
X x2 = 4ryry

x =20rir,

Ty
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Rozwigzania szybsze

Okazuje sig, ze istnieja rozwigzania dziatajagce w czasie O(N log N) oraz
O(N), korzystajace z obserwacji, ze okregi mogace w przysztosci by¢ jeszcze
kandydatami na te kolidujace, maja malejace rozmiary. Jezeli wiec
zwiekszamy rozmiar dodawanego okregu, to bedzie sie on zatrzymywat, na
coraz wczesniejszych okregach.

26 czerwca 2022 67 /68



© Problem A - Era Imperium

© Problem B - Zabawy z zapatkami
© Problem C - Wiedzmak

@ Problem D - Pradawne zwoje

© Problem E - Swiadek
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@ Problem M - Zaminowane ktadki
@ Problem N - Era Mitologii

@ Problem O - Log Roll

26 czerwca 2022 68 /68



	Problem A - Era Imperium
	Problem B - Zabawy z zapałkami
	Problem C - Wiedźmak
	Problem D - Pradawne zwoje
	Problem E - Świadek
	Problem F - Turniej szachowy
	Problem G - Magnetyczna zabawka
	Problem H - (Nie)uczciwy remik
	Problem I - Akrobatyka
	Problem J - Obrazki logiczne
	Problem K - Drewno, glina i owce
	Problem L - Pora roku
	Problem M - Zaminowane kładki
	Problem N - Era Mitologii
	Problem O - Log  Roll

