Rozwiazania zadan z Mistrzostw Polski Szkot Srednich w
Programowaniu Zespotowym 2022

Zadanie A

W zadaniu nalezy sprawdzi¢, czy dang liczbe N mozemy zapisa¢ jako sume cyfr 2 i 3. Skoro mamy
uzy¢ jak najmniej cyfr, to bedziemy chcieli uzyé¢ jak najwiecej cyfr 3. Zauwazmy, ze jezeli N przy
dzieleniu przez 3 daje reszte:

e 0 — to optymalnie jest zapisac liczbe przy uzyciu samych cyfr 3.

e 2 — skoro liczba nie jest podzielna przez 3, to musimy uzy¢ co najmniej jednej 2. W tym
przypadku wystarczy uzy¢ jednej, a reszte liczby zapisa¢ jako sume tylko cyfr 3.

e 1 —liczba znowu nie jest podzielna przez 3, ale tym razem musimy uzy¢ dwoch cyfr 2. Trzeba
uwazaé na przypadek brzegowy, gdy N = 1, wtedy nie istnieje rozwiazanie.

Zadanie B

W tym zadaniu kluczowa obserwacja jest fakt, ze liczba dajaca sie utozy¢ z N zapalek moze mie¢ co
najwyzej % cyfr. Oczywiscie takich liczb jest O (10%). Ponadto skoro interesujg nas tylko liczby
podzielne przez 111 to mozemy przeiterowaé sie tylko przez nie, to znaczy zaczynamy od 0, potem
111, nastepnie 222 itd.

Te dwie obserwacje pozwalaja na rozwiazanie calego zadania — liczb ktére powinnismy sprawdzi¢

N
jest co najwyzej O ( 43|, czyli dla N = 20 jest ich rzedu 10%. Kazda z nich mozemy sprawdzi¢

liniowo wydobywajac z niej kolejne cyfry za pomoca operacji reszty z dzielenia przez 10 oraz dzielenia
przez 10.

Zadanie C

W tym zadaniu mieliSmy odszyfrowac trzy listy.

Gdybys$my znali ziarno, ktorego uzyto do szyfrowania wiadomosci, to w prosty sposéb mozemy
ja odszyfrowa¢. Zauwazmy, ze wynik funkcji los nie zalezy od tego, jaka jest aktualnie przetwarzana
literka. Zatem, zeby odszyfrowaé¢ pojedyncza literke, mozemy stworzy¢ funkcje deszyfruj_znak,
ktora dziala tak samo jako szyfruj_znak, ale zamiast dodawaé przesuniecie, to je odejmuje.
Nalezy jednak pamietaé, ze operator modulo w C++ zachowuje znak, wiec trzeba jeszcze zadbaé
o to, zeby wynik byl dodatni. Jezeli mamy funkcje deszyfrujaca znak to mozemy napisaé funkcje



deszyfruj_tekst, ktora dziala prawie tak samo, jak szyfruj_tekst z ta réznica, ze wywoluje
funkcje deszyfruj_znak. Nasz kod mozemy sprawdzi¢ na tescie przyktadowym podanym w tresci.
W tresci zadania bytly ukryte trzy wskazowki:

1. Pierwszy list zawiera palindrom sktadajacy sie co najmniej z 6 liter.
2. Drugi list zawiera stowo "kwadratowe" o dltugosci co najmniej 5.

3. Podpis autora jest za kazdym razem taki sam, wiec odszyfrowanie dwoch poprzednich listéw
pomoze odszyfrowa¢ ostatni.

Skoro wiemy jakie warunki musza spelnia¢ oryginalne tresci listow, to mozemy sprawdzi¢ po
kolei kazde dostepne ziarno i sprébowac odszyfrowac list z jego pomoca. Taka petla powinna dzialaé
kilka sekund i wygenerowaé kilkanascie kandydatéw na oryginalny tekst, z ktérych latwo recznie
wybraé¢ poprawng odpowiedz.

Po odszyfrowaniu dwéch pierwszych wiadomo$ci wystarczy zauwazy¢, ze wspoélna czesé podpisu
to dalibor gosciwugy. Odszyfrowaé list mozna analogicznie jak dwa poprzednie.

Jednym z alternatywnych rozwigzan byto napisanie funkcji, ktéra heurystycznie szacuje praw-
dopodobienstwo, ze dany tekst jest poprawnym tekstem w jezyku polskim, a nie ciggiem losowych
znakow. Majac wystarczajaco dobra funkcje, wystarczy posortowa¢ wyniki deszyfruj_tekst
uruchomionej na wszystkich mozliwych ziarnach, w kolejnosci malejacych prawdopodobieristw.
Przyktadami prostych funkcji, ktére zagwarantuja, ze poprawny tekst bedzie jednym z pierwszych,

83:
e Zliczanie kilku czestych stow, na przyktad spéjnikow.

e Sprawdzanie czestotliwo$ci samogtosek.

Zadanie D

Podstawowa obserwacja w tym zadaniu jest fakt, ze wykonanie tej samej operacji dwa razy pod
rzad w ogoéle nie zmienia uktadu zer i jedynek. Stad dla kazdego stanu poczatkowego najkrotszy
ciag operacji, ktory zamienia wszystkie jedynki na zera, nie moze zawiera¢ dwoch identycznych
operacji pod rzad. Wobec tego, musi sie on sklada¢ z obydwu operacji stosowanych naprzemiennie.
Ponadto, ostatnig operacja musi by¢ zamiana na pierwszej pozycji od prawej — operacja drugiego
typu nie moze doprowadzi¢ do otrzymania samych zer.

Wtasnie pokazalismy, ze dla kazdego poczatkowego uktadu zer i jedynek istnieje doktadnie jedno
najszybsze rozwigzanie. Zauwazmy, ze jesli zaczniemy od ciaggu samych zer i wykonamy ten ciag
operacji od korica, to dostaniemy doktadnie ten sam poczatkowy uktad. Wobec tego, aby otrzymacé
uktad, dla ktorego najkrotsze rozwiazanie ma dlugosé N, nalezy zacza¢ od samych zer i N razy
wykonywa¢ raz pierwsza, raz druga operacje.

Teraz wystarczy tylko wydajnie symulowa¢ ciag naprzemiennych operacji (N moze byé¢ rzedu
10'8). Pomoze nam w tym nastepujace obserwacje:

e Jesli zaczynamy od stanu, w ktérym pierwsza cyfra od prawej to zero, to wykonanie pierwszej,
a potem drugiej operacji jest zamiang na pozycji drugiej od prawej, np.: 10 — 11 — 01.
Wobec tego te dwie operacje (pierwszego, a potem drugiego typu) efektywnie wykonaja op-
eracje pierwszg na ciagu cyfr, w ktérym pomijamy pozycje pierwszg od prawe;j.



e Natomiast jesli pierwsza cyfra od prawej to jeden, to pierwsza operacja sprawi, ze na pierwszej
pozycji bedzie zero, natomiast druga operacja zmieni pozycje na lewo od pierwszej jedynki
od prawej. Na przyklad 11 — 10 — 110. W tym wypadku efektywnie wykonali§my operacje
typu drugiego na ciagu znakow o jeden krotszym (znowu, zapominamy o pierwszej cyfrze z
prawej).

Oczywiscie powyzszy argument mozna iterowaé, aby przewidzieé, co sie dzieje nie tylko z druga, ale i
kolejnymi cyframi od prawej. Stad wida¢, ze k-ta cyfra od prawej zmienia sie co 2¥ naprzemiennych
operacji.

Korzystajac z powyzszego faktu, mozna zasymulowaé¢ N naprzemiennych operacji w czasie
O (log N).

Zadanie E

Uktadanie kafelkéw podzielimy na trzy cze$ci. W pierwszej bedziemy przesuwacé, po kolei, na swoje
miegjsce kafelki o numerach od 1 do (n — 2) - m (czyli kafelki, ktérych miejsce docelowe nie jest w
dwoch ostatnich rzedach). Nastepnie bedziemy ukladali dwa ostatnie wiersze na raz, od lewej do
prawej, az zostang dwa ostatnie kafelki. W ostatniej fazie poprawimy ostatnie dwa kafelki.

Pierwsza faze mozna zaimplementowaé nastepujaco. Zalézmy, ze chcemy przesungé kafelek o
numerze :

1. Przesun kafelki tak, zeby pola na prawo i na dole od = byty puste:

X

Mozemy to uzyskaé¢ przy pomocy dowolnego algorytmu przeszukania, np. BFS’em, szukajac
Sciezki od pustego pola do sasiada z. Najpierw przesuniemy pierwsze puste pole, a nastepnie
drugie. Nalezy tylko uwazaé, zeby przy przeszukaniu nie przesuwac juz poprawnie ulozonych
kafelkbw o numerach mniejszych niz x ani kafelka x. Jezeli kafelek przylega do krawedzi, to
najpierw musimy go odsunaé¢ od nie;j.

> x| o ) Lo Lo

2. Teraz musimy przesunaé = na jego docelowe pole. Osiggniemy to, wykonujac najpierw ruchy
w poziomie, a nastepnie w pionie. Z uwagi na to, ze naprawiamy plansze po kolei, to kafelki
przesuniete do tej pory tworza w pelni poprawnie utozone wiersze, a tylko najnizszy, aktualnie
ukladany wiersz, moze nie by¢ w pelni poprawny (ale caly jego poczatek jest ulozony):




Przesuwajac wiec x w takiej kolejnosci nigdy nie najedziemy na kafelek o mniejszym numerze.
Przesuniecie w lewo mozemy wykonaé nastepujaco:

X 1 X 1 X 1 X
2 3 2 3 2 3 2 3

2 X 2 X X

3 1 3 1 2 3

Przesuniecie w gére mozemy wykonac¢ nastepujaco:

3 1 3 3 X 3 X 3
X X 1 X 1 1 1
2 2 2 2 2
X X 3

3
2 1 2 1




Jedyny problem pojawi sie, gdy kafelek x jest ostatni w swoim wierszu. Mozemy jednak
doprowadzi¢ go najpierw powyzszymi ruchami, tak zeby byl na lewo i na dét od docelowego
miejsca, a nastepnie naprawi¢ utozenie w nastepujacych ruchach:
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X X 1 X 1 X X

Gdy zostana do ulozenia dwa ostatnie wiersze, to przechodzimy do fazy drugiej i bedziemy
ukltadac kafeki kolumnami od lewej do prawej. Najpierw uktadamy kafelek w wierszu przedostatnim,
a nastepnie w ostatnim. Algorytm jest podobny do tego w fazie pierwszej.

Na sam koniec zostang dwa ostatnie kafelki do ulozenia, ktore mozemy poprzestawia¢ w kilku
krokach (w najgorszym przypadku dwa ostatnie kafelki beda zamienione miejscami)

Do ulozenia calosci potrzebujemy przestawic¢ kazdy kafelek (n - m — 2). Przestawienie jednego
wymaga przesuniecia pustych pol (2 - (n +m)), by¢ moze odsuniecia od krawedzi (4) i przesuniecie
na poprawne miejsce (6 - (n + m)) i ewentualne poprawienie, jezeli docelowe miejsce jest ostatniej
kolumnie (5).

Calos¢ wymaga zatem (n-m—2)-(2-(n+m)+4+6-(n+m)+5) =(8-8—2)-(2-(8+8) +
4+6-(8+48)+5) =8494 < 100000

Zadanie F

Aby rozwiagzaé¢ to zadanie zbudujemy strukture danych, ktoéra bedzie przechowywaé¢ multizbiory
liczb i udostepniaé¢ nastepujace operacje na nich:

1. Dla liczby b i multizbioru A znajdz takie a € A, ze a b = max.c c P b.
2. Dla liczby b i multizbioru A znajdz wszystkie takie a € A, ze a ® b > max.cac P b.
3. Dodaj element b do multizbioru A.

Przy pomocy powyzszych operacji mozna rozwigzaé zadanie w nastepujacy sposoéb. Podczas
przegladania krawedzi w kolejnosci ich od$niezania bedziemy utrzymywac¢ multizbiory etykiet odpowiada-
jace graczom znajdujacym sie w poszczegllnych spéjnych sktadowych. Ponadto dla kazdego gracza
utrzymujemy najwiekszego xora wewnatrz spéjnej sktadowej. W momencie, gdy od$niezona zostaje
krawedz, ktora laczy dwie rozne spojne sktadowe o multizbiorach etykiet A i B (bez straty ogolnosci
|B| < |A|), wykonujemy nastepujace operacje:

1. Dla kazdego elementu b € B, za pomoca pierwszej operacji sprawdzamy, czy od$niezenie nowej
drogi poprawia wynik gracza o etykiecie b.

2. Dla kazdego elementu b € B, za pomoca drugiej operacji tworzymy liste etykiet graczy z
A, dla ktérych b poprawia wynik. Nastepnie taczymy te listy dla wszystkich b € B oraz
uaktualniamy odpowiednie wyniki.

3. Kolejno dodajemy elementy ze zbioru B do zbioru A za pomoca trzeciej operacji.



Zauwazmy, ze przy takim sposobie uzycia struktury danych, element b jest zmienng losowa nieza-
lezng od aktualnego zbioru A podczas kazdej operacji. Teraz, korzystajac z powyzszej obserwacji,
pokazemy, ze odpowiednia strukture danych mozna wydajnie zaimplementowac.

Nasza struktura danych bedzie przechowywata kazdy multizbiér osobno. Multizbior A bedzie
przechowywany w 2* kubetkach indeksowanych liczbami od 0 do 2F — 1. Kubelek z bedzie zawierat
te elementy z A, ktérych k najbardziej znaczacych bitéw zapisuje liczbe x. Parametr k bedzie
dobrany w taki sposob, zeby zaden kubelek nie jest pusty. Przy czym gdy tylko (w wyniku dodania
elementu) pojawi sie mozliwoé¢ zwiekszenia k przy zachowaniu tego warunku, struktura danych
przetwarza caly zbiér A i buduje kubelki na nowo w czasie O (J4|) dla ¥’ = k + 1. Poniewaz
multizbiory (a wiec i k) moga tylko rosna¢, kazdy element dodany do struktury bedzie bral udzial
w takiej przebudowie co najwyzej log N razy (zawsze mamy k < log N). To sprawia, ze sumaryczny
koszt operacji trzeciego typu to O (N log N)

W celu analizy pierwszych dwoch operacji, pochylmy sie nad reprezentacja A podzielong na
2% niepustych kubelkéw. Po pierwsze, kazdy z elementéw A ma najlepszy xor réwny co najm-
niej 240 — 240=% _ parujac elementy z kubetkéw o przeciwnych etykietach mozemy otrzymacé k
najstarszych bitéw rownych jeden w xorze. Co wiecej, parowanie elementow, ktére nie nalezg do
takiej pary kubetkéow da wynik gorszy niz 240 — 240=* poniewaz jeden z k najbardziej znaczacych
bitéw bedzie taki sam. Dlatego, aby przetworzy¢ zapytania pierwszego i drugiego typu wystarczy
przejrze¢ dokladnie jeden kubelek w reprezentacji A — ten o etykiecie przeciwnej (zanegowanej)
niz najstarsze k bitow b. Przy czym, poniewaz b jest wybrane jednostajnie oraz niezaleznie od
A, prawdopodobienstwo przejrzenia wszystkich kubetkow przechowujacych A jest rowne. Dlatego

oczekiwany koszt tej operacji to O (%). Teraz wystarczy tylko oszacowaé warto$é¢ oczekiwang

|A|, ktory wypelia 2F kubetkéw, ale nie wypetnia 2+ +1.

Ograniczymy ja z gory przez warto$¢ oczekiwang rozmiaru rozmiaru zbioru A w momencie, gdy
zaczyna wypelnia¢ wszystkie 2F+! kubelkow (moment, gdy k jest zwiekszane o jeden, a reprezen-
tacja zbioru A jest budowana od nowa). Poniewaz elementy b dodawane do A zawsze sa niezalezne
od dotychczasowych elementéw A oraz maja rozktad jednostajny sposréod wszystkich dodanych
wartosci, b trafia do jednego z 2#*! kubetkéw wybranego jednostajnie i niezaleznie od zbioru doty-
chczasowo zapelionych kubetkéw. W przypadku takiego problemu oczekiwana liczba elementéw,
ktore muszg sie znalezé w zbiorze A, aby w kazdym z 2¥+! znalazl sie przynajmniej jeden element,
to O ((k + 1)2k+1) (problem ten jest znany jako Problem Kolekcjonera Kuponéw). Wobec tego
oczekiwany koszt pojedynczej pierwszej i drugiej operacji to O (k) (czyli O (log N)).

Przypomnijmy sobie, kazdy element b dla ktérego wykonywali§my pierwsze dwie operacje, byt
nastepnie dodawany do zbioru A. Ponadto, pochodzil on z mniejszego multizbioru B. Stad na
kazdym elemencie wykonujemy co najwyzej log N operacji pierwszego i log NV drugiego typu. Wobec
tego, sumaryczny oczekiwany koszt tych operacji to O (N log® N ) W ten spos6b otrzymujemy
rozwigzanie o ztozonosci O (N log® N).

Zadanie G

W tym zadaniu mieliSmy dany graf, w ktorym kazdy wierzcholek mial przydzielony (inny niz inne
wierzchotki) kolor, a kazda krawedz miata dwa roéznokolorowe korice. Operacje, ktore moglisSmy
wykonywag, polegaly na wybraniu wierzchotka, a nastepnie "obrdceniu go, razem z przyczepionymi
do niego krawedziami" — oznacza to, ze krawedzie przyczepione do niego zamienialy sie kolejno
miejscami, tak ze pierwsza wskakiwala na miejsce drugiej, ta na miejsce trzeciej i tak dalej, az



ostatnia wskoczyla na miejsce pierwszej. Krawedzie nie zmienialy kierunku z punktu widzenia
wierzchotka, ktéry obracalismy.

Okazuje sie, ze jesli w ulozonej zagadce weZmiemy sobie pewng krawedz i obrécimy ja, to nie
bedziemy w stanie powrécié¢ do pierwotnego ustawienia za pomoca legalnych obrotéw. Podobnie,
jesli zamienimy ze sobg miejscami dwie krawedzie, to nie zawsze bedziemy w stanie za pomoca
legalnych obrotéw powrocié do pierwotnego ustawienia. Sprawdzmy od czego to wszystko zalezy.

Rozwiazanie zadania wymaga podstawowej wiedzy o parzystosci permutacji. Przede wszystkim
nalezy wiedzieé, ze ztozenie dwoch permutacji parzystych daje permutacje parzysta, ztozenie dwbch
nieparzystych tez daje parzysta, ale zlozenie parzystej z nieparzysta daje permutacje nieparzysta
(wszystko tak, jak dodawanie). W naszym grafie bedziemy interpretowa¢ ulozenie naszych krawedzi
jako permutacje.

Na poczatku zweryfikujmy wszystkie przypadki z ktérych nie da sie dojs¢é do poprawnego
ustawienia. Zacznijmy od sprawdzenia czy skierowanie krawedzi jest dobre, a potem sprawdzimy
poprawno$¢ ich ustawienia.

1. Sprawdzanie skierowania krawedzi

(a) Graf dwudzielny
Jezeli graf jest dwudzielny, to mozemy podzieli¢ wszystkie jego wierzchotki na dwa zbiory
Ai B. Jezeli ktoras z krawedzi bedzie obrécona odwrotnie, to zauwazmy, Ze nie jesteSmy
w stanie obrécié¢ jej za pomoca legalnych ruchéw. Wtedy odpowiedzia do zadania jest
NIE.

(b) Graf niedwudzielny

Przekolorujmy kazda krawedz na dwa kolory, powiedzmy czarny i bialy, a niech czarny
koniec bedzie ten, ktory ma wyzszy numer koloru. Mozemy teraz policzy¢ ile krawedzi
jest ulozonych poprawnie (ma czarny kolor przy wyzszym numerze wierzchotka), a ile
z nich niepoprawnie. Zauwazmy teraz, ze jesli liczba niepoprawnie utozonych krawedzi
jest nieparzysta, to po kazdym obrocie zostanie ona nieparzysta. Fakt ten mozna zw-
eryfikowa¢ na przyklad tak, ze jesli wykonamy jeden obroét, to zawsze parzysta liczba
krawedzi zmieni swoj stan poprawnosci. Zatem jesli liczba niepoprawnie ulozonych
krawedzi jest nieparzysta, odpowiedzia do zadania jest NIE.

2. Sprawdzanie polozenia krawedzi

(a) Graf jest gwiazda (drzewem o n — 1 lisciach)
Tutaj jedyny obrét jaki jesteSmy w stanie wykonaé to obrét wokot srodka gwiazdy. Latwo
mozna zweryfikowaé czy kolejnosé krawedzi pasuje do kolejnosci wierzchotkow.

(b) Graf zawierajacy tylko wierzchotki o nieparzystych stopniach

Zauwazmy, ze w tym przypadku kazda permutacja wynikajaca z obrotu wierzchotka
jest cyklem o nieparzystej dtugosci, a zatem jest parzysta permutacja. W takim razie,
jesli utozenie krawedzi jest nieparzysta permutacja, to nigdy nie dojdziemy za pomoca
obrotéw do poprawnego utozenia, ktére jest parzysta permutacja. Wtedy nalezy wypisaé
NIE.

(¢) Graf zawierajacy wierzcholek o parzystym stopniu
W tym przypadku mozemy przestawi¢ krawedzie do kazdego mozliwego ustawienia.
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Figure 1: Symulacja ruchéw z Algorytmu 1

W powyzszych przypadkach uzasadniliSmy czemu z niektorych ustawieni krawedzi nie jesteSmy
w stanie osiggnaé¢ stanu poczatkowego. Aby dokoriczy¢ dowdd poprawnosci wskazemy algorytmy,
ktore pozwola nam osiggnaé stan poczatkowy w pozostatych sytuacjach.

Algorytm 1. Zamiana miejscami trzech krawedzi Zakladamy, ze krawedzie niebieska i
zielona leza przy jednym wierzchotku, a zo6lta nie (taki zestaw krawedzi jesteSmy w stanie znalezé
tylko jesli nasz graf nie jest gwiazda). Tutaj naszym celem jest zamienienie za sobg miejscami trzech
krawedzi, oznaczonych na rysunku kolorami zielonym, niebieskim i z6ttym. Chcieliby$my przy tym
nie zmienié¢ ustawienia zadnej z pozostalych krawedzi.

Na poczatku zamienmy ze soba krawedzie niebiesks i z6tta, dbajac tylko o to, aby nie ruszy¢
zadnej z pomaranczowych krawedzi (jasno zielone krawedzie zmienilty kolor na szary, gdyz tymcza-
sowo zmienily one swoje polozenie). Zauwazmy, ze mozemy to zrobi¢ w prosty sposob, obracajac
odpowiednig liczbe razy odpowiednie wierzchotki na §ciezce pomiedzy tymi krawedziami. Zamiana
jest zobrazowana na obrazkach od (a) do (e).

Kluczowym spostrzezeniem teraz jest to, ze gdyby$my wykonali teraz dokladnie taka sama
sekwencje ruchéw, w odwrotnej kolejnosci, wszystkie krawedzie wrécityby na swoje miejsca.

Idea naszego algorytmu jest taka — podmienimy teraz krawedz zo6lta z zielona, po czym wykon-
amy calg sekwencje ruchéw od tytu. W ten sposob wszystkie szare krawedzie wroca na swoje miejsca
(zamienig sie z powrotem na jasno zielone), a my zamieniliSmy wybrane przez nas krawedzie miejs-
cami!

Uzywajac powyzszego algorytmu mozemy w prosty sposob zamienié miejscami trzy wspomniane
wyzej krawedzie. Jesli za to chcieliby$Smy zamieni¢ miejscami trzy wybrane przez siebie krawedzie,
mozemy po prostu ustawié je jak wyzej za pomocg dowolnej sekwencji ruchéw, wykonaé algorytm,



Figure 2: Symulacja ruchéw z Algorytmu 2

po czym cofnaé¢ wspomniang sekwencje ruchow. W ten sposob jesteSmy w stanie nalozyé¢ na nasz
graf dowolna parzysta permutacje, a przez to, jesli permutacja krawedzi byla pierwotnie parzysta,
to mozemy doprowadzi¢ krawedzie do stanu poczatkowego.

W przypadku gdy nasz graf ma jaki§ wierzcholek stopnia parzystego, a graf jest permutacja
nieparzysta, sytuacja jest bardzo prosta — wystarczy wykona¢ jeden obrét tego wierzchotka, co
sprawi, ze permutacja stanie sie parzysta, a wtedy jesteSmy juz w stanie utozy¢ graf.

Teraz zajmijmy sie obracaniem krawedzi. Uzyjemy do tego algorytmu, ktéry obraca dwie
sasiadujace ze soba krawedzie w grafie niedwudzielnym.

Algorytm 2. Obrét dwéch sgsiadujacych krawedzi w grafie niedwudzielnym Skoro graf
nie jest dwudzielny, to mozemy znalez¢ w nim cykl o nieparzystej dtugosci.

Wybierzmy sobie dwie krawedzie przylegajace do jednego wierzchotka, ktére bedziemy chcieli
obréci¢. Znajdzmy tez cykl nieparzystej dlugosci, a za jego pomoca $ciezke o nieparzystej dtugosci,
ktora kornczy sie i zaczyna na jednej z wybranych krawedzi (na rysunku jest to krawedz zotta).
Kierunki strzalek na rysunku oznaczaja ich skierowanie, gdyz teraz wlasnie zajmujemy sie jego
zmiang.

Analogicznie do poprzedniego algorytmu, wykonamy teraz ciag zmian, ktory wprowadza oczeki-
wang przez nas modyfikacje, a nastepnie po wykonaniu podmiany, cofniemy wszystkie ruchy.

Jak wida¢ na rysunku, w pierwszej kolejnosci bedziemy przesuwaé zotta krawedz po Sciezce
nieparzystej dhugosci tak dhugo az wréci ona obrécona na swoje miejsce (rysunek (b)). Sciezka
ma nieparzysta dlugosé, wiec krawedz wroci obrocona. Nastepnie mozemy wykonaé podmiane
z6ttej krawedzi na niebieska, po czym cofnaé¢ wszystkie wykonane uprzednio ruchy. W ten sposéb
obroéci sie tez i niebieska krawedz. Po ostatecznym przesunieciu z6ltej krawedzi na swoje miejsce,
otrzymali§my oczekiwany obrét dwoch sasiadujacych ze soba krawedzi.

Zauwazmy teraz, ze jezeli chcieliby$my wykonaé obréot dwoch krawedzi, ktore nie sasiaduja ze
soba, mozemy na przyklad ustawi¢ je obok siebie uzywajac dowolnej sekwencji ruchéw, obroécié
za pomocy algorytmu, a nastepnie cofngé pierwotne ruchy, co sprawi, ze tylko te dwie krawedzie
zmienity swoje ustawienie.

Powyzsze algorytmy maja jeszcze kilka przypadkéw do doprecyzowania, ale analizuje sie je w
podobny sposéb.



Podsumowujac: rozwiazanie zadania (poza dowodami poprawnosci) wymagato:

e sprawdzenia czy graf jest gwiazda (oraz ewentualnego sprawdzenia czy dwie gwiazdy maja
krawedzie w tej samej kolejnosci),

e sprawdzenia dwudzielnosci grafu (z ewentualnym sprawdzeniem czy konkretne wierzchotki
leza po tej samej stronie),

e sprawdzenia czy liczba krawedzi o niepokrywajacym sie skierowaniu jest nieparzysta,
e sprawdzenia czy graf zawiera wierzchotlek o stopniu parzystym,
e sprawdzenia czy permutacja krawedzi grafu jest parzysta.

Implementacja kazdego z powyzszych warunkéw nie wymaga znajomosci zaawansowanej algo-
rytmiki.

Zadanie H

Zauwazmy, ze x ® y < x + y dla dowolnych nieujemnych liczb x oraz y. Dlatego zamieniajac dwie
karty w jedna Jas nigdy nie pogarsza swojego wyniku. Wobec tego istnieje optymalne rozwigzanie,
w ktorym Jas zostaje z tylko jedna karta. Poniewaz xor jest taczny, wartosé tej ostatniej karty musi
by¢ réwna xorowi wszystkich kart, ktére Jas poczatkowo mial na rece.

Zadanie 1

W tym zadaniu chcemy wybra¢ kolejnosé specjalnych punktéow potozonych na prostej tak, aby suma
odleglosci pomiedzy dwoma kolejnymi punktami w ciagu byta jak najwieksza.

Niech pi1,p2,...,pN Oznaczaja posortowane rosnaco pozycje na prostej kolejnych specjalnych
punktéw. Zamiast patrzeé¢ bezposrednio na odleglodci, zauwazmy, ze przebyé odcinek pomiedzy
punktami p; i po mozemy maksymalnie dwa razy, najpierw docierajac do p; z jakiego$§ wierzchotka
na prawo od niego, a nastepnie wychodzac z niego. Pomiedzy ps a p3 mozemy juz przejs¢ 4 razy,
pomiedzy ps i ps4 juz 6, i tak dalej, az dotrzemy do $rodkowego punktu(éw). Dalej schemat sie
odwraca i liczba mozliwosci przejé¢ zaczyna maleé¢. Bardziej formalnie, do kazdego punktu po
jednej ze stron krawedzi mozemy raz wejsé i raz wyjsé, wiec maksymalna liczba odwiedzin danego
odcinka to dwukrotno§¢ minimum z liczby wierzchotkéw po prawej i po lewej stronie. Mamy dwa
przypadki:

e N jest parzyste:

Popatrzmy na $rodkowa krawedz — odcinek miedzy punktami Py i Py Niezaleznie od
wyboru punktu poczatkowego i koricowego, nie jestesmy w stanie przej$c ta krawedzia wiecej
niz N — 1 razy (tyle jest wszystkich skokow, ktére wykonamy). Jest to jedyny odcinek,
dla ktérego maskymalna mozliwa liczba przejsé jest inna niz dwukrotno$é mniejszej z liczb
wierzchotkéw po jednej ze stron. Zacznijmy od wierzchotka Py, przejdzmy z niego do punktu
PN, potem wréémy do Py 1, dalej py_1, 1 tak dalej, az dotrzemy do Py - Latwo sprawdzié,
ze taka $ciezka przechodz1 przez kazdy z odcinkéw maksymalng mozhwq liczbe razy, wiec jest
optymalna.
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e N jest nieparzyste:

Tutaj sytuacja wyglada bardzo podobnie. Tym razem jednak mozemy przej$¢ kazdy od-
cinek maksymalnie tyle razy, ile wskazuje nam znaleziony wczesniej wzoér. Popatrzmy na dwa
srodkowe odcinki, ktérych jednym z koricow jest Py Kazdego z osobna mozna przejsé
maksymalnie N — 1 razy jesli zaczniemy w punkcie po stronie z wieksza liczbg wierzchotkéw
i za kazdym razem bedziemy przechodzié¢ przez ta krawedz, zmieniajac strone. Zauwazmy, ze
tylko srodkowy punkt znajduje sie po ,wiekszej stronie” dla obu tych odcinkéw. Co wiecej, jesli
zdecydujemy sie odwiedzi¢ nastepnie punkt po jednej ze stron, ominiemy druga ze srodkowych
krawedzi — jedna z nich mozemy przej$¢ co najwyzej N — 2 razy! Zacznijmy od $rodkowego
punktu, dalej odwiedZzmy punkt py, potem py+1_;, py—1, itd. Wszystkie odcinki oprécz tego
pomiedzy punktami p N1 ip N1y odwiedzirily maksymalng mozliwg liczbe razy. Moze sie
jednak okazaé, ze odcinek pomiedzy p Ny ip Nyt jest od niego krotszy — wtedy wystarczy
odbi¢ lustrzanie Sciezke.

Zadanie J

W tym zadaniu mieliSmy dany jeden wiersz obrazka logicznego, w ktérym mamy okreslone juz
zamalowanie niektérych pol (czy beda one pelne czy puste), a naszym zadaniem jest sprawdzenie
dla pozostatych pél, czy tez mozemy juz deterministycznie okresli¢ ich zamalowanie.

Pomyst na rozwigzanie jest prosty — dla kazdego nieokreslonego jeszcze pola mozemy sprobowad
okresli¢ czy bedzie ono pelne czy puste, a nastepnie sprawdzi¢ czy istnieje jakiekolwiek zamalowanie,
ktore spetnia to oraz poprzednie kryteria.

Teraz skupmy sie na sprawdzeniu czy dla danego ukladu istnieje jakie§ poprawne zamalowanie.
Mozna to zweryfikowa¢ za pomoca programu dynamicznego. Niech dy,...,dx oznaczaja dtugosci
kolejnych odcinkéw, ktére chcemy zamalowaé, a pola do zamalowania beda oznaczone numerami
1,...,N. Niech stan DP[i][j] oznacza czy jesteSmy w stanie zamalowaé¢ pola od 1 do i tak, aby
na obrazku zamalowane byly dokladnie odcinki dy,...,d;, w tejze kolejnodci. Stany programu
dynamicznego D P[i][j] mozemy tatwo aktualizowaé, ponizszym sposobem.

e Jesli chcemy zostawié pole ¢ niezamalowane, to musimy sprawdzié¢ czy moze ono by¢ nieza-
malowane, oraz czy dalo sie zamalowaé pola od 1 do ¢ — 1 za pomoca j odcinkéw (czyli czy
prawdziwe jest DP[i — 1][]). Wtedy DP][i][j] jest prawdziwe.

e Jesli chcemy aby pole ¢ zostalo zamalowane, to znaczy, ze koncowy fragment o dtugosci d;
musi zosta¢ zamalowany. Zatem musimy sprawdzi¢ czy pola od ¢ — d; + 1 do i moga by¢
zamalowane, czy pole i — d; moze zosta¢ puste (bo musimy mieé¢ pole przerwy pomiedzy
zamalowanymi paskami) oraz czy dato sie zamalowaé pola od 1 do i —d; — 1 za pomocg j — 1
odcinkéw (czyli czy prawdziwe jest DP[i —d; — 1][j — 1]). Wtedy DP[i][j] tez jest prawdziwe.

Sprawdzenie dla pewnego przedziatu, czy wszystkie kratki znajdujace sie w nim moga zostaé za-
malowane, mozna zrobi¢ na przyklad za pomoca sum prefiksowych, zliczajacych pola ktore moga
zosta¢ zamalowane. Program dynamiczny napisany z takim usprawnieniem dziala w czasie O(N-K),
a zatem caly program (sprawdzajacy mozliwosci dla wszystkich pol po kolei) dziala w czasie
O(N? . K), co miedcilto sie w wyznaczonych limitach.

Warto dodaé¢, ze powyzsze rozwigzanie mozna jeszcze usprawni¢ do takiego, ktére dziata w
sumarycznym czasie O(N - K). Aby to zrobi¢ mozemy policzy¢ sobie program dynamiczny dla
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kazdego prefiksu planszy (czyli taki jak wyzej), a dodatkowo podobny program dla kazdego sufiksu
planszy (analogiczny do powyzszego). Oba te programy da sie wyliczy¢ w czasie O(N - K). Majac
dane takie programy nie jest konieczne juz poczatkowe sprawdzenie zamalowania kolejnych pol.
Teraz sprawdzenie dla kazdej komoérki czy moze ona zostaé¢ niezamalowana jest do§é proste. Za to
dla kazdego odcinka d; jesteSmy w stanie sprawdzi¢ czy moze on by¢ potozony na kazdym mozliwym
miejscu, a jesli tak, to mozemy zaznaczy¢ w tych miejscach, ze moga one byé¢ zamalowane. Daje
nam to sumaryczna ztozonos¢ O(N - K).

Zadanie K

Poniewaz drég jest co najwyzej tyle, co osad, TO graf, ktéry bedziemy dzieli¢ na czesci, jest drzewem
lub zawiera dokladnie jeden cykl. Rozpatrzmy najpierw przypadek drzewa.

Rozwigzanie dla drzewa opiera sie na programowaniu dynamicznym (tutaj przedstawimy je-
dynie definicje rozwiazywanych podprobleméw, wzory na obliczanie czesciowych rozwigzan sa dosé
proste do wyprowadzenia). Zaczniemy od ukorzenienia drzewa w pewnym wierzchotku r. Przez
Dplv][mask] oznaczymy liczbe takich poprawnych podzialow poddrzewa zaczynajacego sie w v z
tym wyjatkiem, ze cze$¢ zawierajaca v niekoniecznie ma dostep do wszystkich surowcow, ale do tych
zaznaczonych w masce bitowej mask. Znajac wartosci Dp dla synéw v, tablice Dp[v] mozna obliczy¢
w czasie liniowym od liczby synéw v (wystarczy zaczac¢ od sytuacji jak gdyby v byt lisciem, a uak-
tualnia¢ wynik uwzgledniajac kolejne dzieci v — uwzglednienie kolejnego syna w wyniku wymaga
liczby operacji rzedu (2%)? — wystarczy sie przeiterowaé¢ po wszystkich parach masek bitowych
oznaczajacych typy wierzchotkow).

Teraz rozwazmy przypadek grafu zawierajacego cykl. Ustalmy dowolna krawedz lezaca na cyklu
i oznaczmy jej koiice przez a i b. Przez T oznaczmy drzewo powstate w wyniku usuniecia krawedzi
(a,b) z grafu. Poprawne podzialy wierzchotkéw bedziemy liczy¢é w dwoch roztacznych kategoriach:
takich, ze wszystkie wierzchotki na $ciezce w drzewie T z a do b naleza do jednego lub wiekszej
liczby zbioréw.

Wszystkie wierzcholki na Sciezce z a do b naleza do jednego zbioru: Aby obliczy¢ liczbe
podzialow w tej kategorii wystarczy zastosowa¢ programowanie dynamiczne w poprzedniego punktu
dla drzewa T z ta modyfikacja, ze nie wolno rozdziela¢ wierzchotkéw na Sciezce z a do b.

Wierzcholki na $ciezce z a do b naleza do wielu réznych zbioréw: W tym przypadku
rowniez postuzymy sie takimi podzialami drzewa T, ze wszystkie zbiory wierzchotkéw rozpinaja
spojne podgrafy oraz zawieraja przynajmniej po jednym z kazdego surowcoéw. Jednak ograniczajac
sie do drzewa T zapominamy o krawedzi (a,b), czyli o tym, ze zbiory zawierajace a i b mozna
polaczyé. Dlatego drugie ograniczenie w odniesieniu do tych grup nalezy zrelaksowaé, tzn. dla
kazdej pary masek bitowych mask, oraz mask, chcemy policzy¢ liczbe takich podzialéw wierz-
chotkéw na spéjne podzbiory, ze:

o Wierzcholki a i b naleza do réznych zbiorow.
e Zbior, w ktorym jest a (b), zawiera typy wierzchotkoéw zaznaczone w masce mask, (masky).

e Zbiory, do ktorych nie nalezy a ani b, zawieraja wierzchotki wszystkich trzech typow.
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Takie warto$ci mozna uzyskac¢ ukorzeniajac T' w wierzchotku a oraz, podobnie jak wczesniej, oblicza-
jac wartosci Dp'[v][mask][maskp][cut] — liczbe podzialéw poddrzewa o korzeniu w v na spdjne
podzbiory wierzchotkéw takich, ze zbiér wierzchotkéw z v zawiera typy wierzchotkéw zaznaczone
w mask, a zbiér z b te zaznaczone w masky. Ponadto gdy cut = 0, wymagamy by v oraz b byty
w jednym zbiorze (wtedy mask = masky), a gdy cut = 1, w roznych. Oczywiscie ostatnie dwa
warunki maja znaczenie tylko wtedy, gdy b jest potomkiem v. W przeciwnym wypadku wystarczy
obliczy¢ zwykte Dp[v][mask]. Dp'[v] mozna obliczyé analogicznie do Dplv], przy czym wymaga to
liczby operacji rzedu deg(v) - (23)3 = deg(v) - 512. Aby otrzymaé ostateczny wynik, wystarczy sie
przeiterowaé po wszystkich parach masek mask, oraz masky, ktére wspélnie zawieraja wszystkie
typy wierzchotkoéw i posumowaé Dpla][mask,][maskp][1].
Ostatecznie otrzymujemy algorytm, ktérego liczba operacji jest rzedu 512N.

Zadanie L

W tym zadaniu dla podanej daty nalezato okresli¢ jaka pora roku wtedy obowiazuje. Najtatwiej to
zrobié¢ piszac jedng pomocnicza funkcje, ktéra porownuje dwie daty i stwierdza, ktéra z nich jest
wczesniej. Taka funkcja moze operowaé na napisach, ale jeszcze prosciej jest, gdy operuje ona na
liczbach. Nalezy tylko pamietaé¢ o zamianie wezytanych dat na liczby. Nastepnie za pomoca tak
napisanej funkgcji i instrukcji warunkowych wystarczy wypisa¢ nazwe odpowiedniej pory roku.

Zadanie M

Wiesniakéw na wyspach mozemy reprezentowaé jako permutacje - je§li wiesniak, ktéry powinien
by¢ na wyspie ¢, znajduje sie obecnie na wyspie j to liczba ¢ w permutacji znajdzie sie na j-tym
miejscu. Wiemy z tresci zadania, ze dwa elementy z permutacji sa na poprawnych miejscach oraz
nigdy nie byty ruszane.

Zalozmy na razie, ze permutacja sktada sie tylko z tych dwoch nieruszonych elementéw o nu-
merach 11 2 oraz jednego cyklu, ktérego kolejnymi elementami sa ¢, co, cs, . .., ci. Pokazemy, ze da
sie skonstruowaé ciag zamian tak, zeby powstala nam permutacja identycznosciowa niezaleznie od
tego, ktore z zamian elementéw sa jeszcze dostepne. Zaczniemy od zamiany miejscami elementéw
na pozycjach 1 i tej, na ktérej znajduje sie ¢;. Nastepnie wykonamy zamiane elementu c; bedacego
teraz na pozycji 1 na jego prawidlowe miejsce, na ktorym jest co (ze wzgledu na cykl). Powtarzamy
to, az na pozycji 1 bedzie element c;_1. W ten sposéb uda nam sie naprawi¢ prawie caty cykl.
Na pozycji, na ktorej byt element c¢; znajdzie sie teraz element 1, a na pozycji 1 element c;_1. Za
pomocy krokéw przedstawionych na ponizszych rysunkach mozemy dokonczyé naprawe cyklu:
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Na koniec elementy 1 i 2 sa zamienione miejscami, ale na szczescie nigdy nie uzywaliSmy zamian
tych dwéch pozycji, wiec zwyczajnie zamieniamy je miejscami.

A co jesli cyklow permutacji jest wiecej? Rozwiazanie nie rézni sie zbyt wiele. Zanim zamienimy
ze sobg 1 i 2, naprawmy analogicznie nastepny cykl. Dopiero po naprawie wszystkich pozostatych
cykli ewentualnie nalezy zamienié¢ miejscami pozycje 11 2.

Zadanie N

Gloéwnym spostrzerzeniem potrzebnym do rozwigzania zadania jest fakt, ze jesli planujemy kupié¢
jakiego$ robotnika, to optaca nam sie to zrobi¢ jak najwczesniej, gdyz zawsze kosztuje on tyle samo,
a im wczesniej go kupimy, tym wiecej zysku moze on przyniescé.

Drugim spostrzezeniem jest to, ze skoro wszystkie wartosci na wejsciu sa z przedziatu [1, 1000],
to czas zbierania pozywienia nie bedzie wiekszy niz 1000 (bo tyle zajmie to jednemu robotnikowi),
oraz nigdy nie bedziemy potrzebowaé wiecej niz 1000 robotnikow (bo sa oni w stanie wyprodukowaé
cale potrzebne pozywienie w sekunde).

Rozwiazanie zadania polega na sprawdzeniu po jakim czasie najwcze$niej jesteSmy w stanie
zebra¢ odpowiednia ilo§é pozywienia, zakladajac, ze kupimy dokladnie z robotnikéw. Mozemy
zasymulowaé taka sytuacje za pomoca petli od 1 do 1000, ktéra na poczatku dokupuje robotnika
(jesli nie mamy wystarczajaco pozywienia, mozemy stopniowo przesuwaé czas, za kazdym razem
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zwiekszajac liczbe pozywienia o V- (2 — 1), bo tyle produkuja aktualnie nasi robotnicy), a nastepnie
wylicza po jakim czasie byliby oni w stanie wyprodukowaé¢ pozywienie potrzebne do awansu (sg oni
w stanie wyprodukowaé y pozywienia w czasie [y/(V - z)]).

Rozwiazanie to dziala w czasie liniowym od wielkosci danych, ale ze wzgledu na male limity,
akceptowane byly réwniez wolniejsze rozwigzania.

Zadanie O
Tresé

Chcemy ulozy¢ na prostej N kot (o roznych promieniach) w danej kolejnosci, tak by kazde kolejne
koto przylegato §cisle do jednego z poprzednich két. Podaj szerokosé figury, ktéra jest na koricu
sumg wszystkich kot

Rozwiazanie

Poniewaz limity w zadaniu nie sg za duze (N < 3000), bedziemy szukali rozwiazania dzialajacego
w zlozonosci O(N?).

Bedziemy kolejno dodawaé kazde kolejne koto i sprawdzaé, w ktérym miejscu sie zatrzyma jezeli
dosuniemy je od prawej strony.

Rozwazymy, w ktérym miejscu zatrzymatoby sie koto, jezeli miatoby stykaé¢ sie z jakim$ z kot,
ktore byly wczedniej i maja juz jednoznacznie ustalong pozycje. Pozycja nowego kota, jest maksi-
mum z rozwazonych mozliwo$ci.

Symulujac proces przesuwania kola w lewo w pewnym momencie natrafi ono na przeszkode (inne
koto, albo §ciane magazynu) i sie tam zatrzyma. Rozwazajac wszystkie poprzednie kota, na pewno
rozwazymy tez to, na ktérym rzeczywiscie sie zatrzyma. Na pewno tez nie postawimy nowego kota
za bardzo na prawo.
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Zwréémy uwage na to, ze w skrajnym przypadku musimy rozwazy¢ okrag, ktéry pojawit sie
duzo wczesniej.

Za pomocyg prostych rachunkéw i Twierdzenia Pitagorasa wyznaczamy na pozioma odleglosé
miedzy Srodkami kot

(ri+1)* = 22 + (r, — 11)?
1 ¥ T2
, x2 = 4ri7y

x =20/rir,

Ty
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Rozwigzania szybsze

Okazuje sie, ze istnieja rozwiazania dzialajace w czasie O(Nlog N) oraz O(N), korzystajace z
obserwacji, ze okregi mogace w przyszlosci by¢ jeszcze kandydatami na te kolidujace, maja malejace
rozmiary. Jezeli wiec zwiekszamy rozmiar dodawanego okregu, to bedzie sie on zatrzymywatl, na

coraz wczesniejszych okregach.
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