
Rozwi¡zania zada« z Mistrzostw Polski Szkóª �rednich w
Programowaniu Zespoªowym 2022

Zadanie A

W zadaniu nale»y sprawdzi¢, czy dan¡ liczb¦ N mo»emy zapisa¢ jako sum¦ cyfr 2 i 3. Skoro mamy
u»y¢ jak najmniej cyfr, to b¦dziemy chcieli u»y¢ jak najwi¦cej cyfr 3. Zauwa»my, »e je»eli N przy
dzieleniu przez 3 daje reszt¦:

� 0 � to optymalnie jest zapisa¢ liczb¦ przy u»yciu samych cyfr 3.

� 2 � skoro liczba nie jest podzielna przez 3, to musimy u»y¢ co najmniej jednej 2. W tym
przypadku wystarczy u»y¢ jednej, a reszt¦ liczby zapisa¢ jako sum¦ tylko cyfr 3.

� 1 � liczba znowu nie jest podzielna przez 3, ale tym razem musimy u»y¢ dwóch cyfr 2. Trzeba
uwa»a¢ na przypadek brzegowy, gdy N = 1, wtedy nie istnieje rozwi¡zanie.

Zadanie B

W tym zadaniu kluczow¡ obserwacj¡ jest fakt, »e liczba daj¡ca si¦ uªo»y¢ z N zapaªek mo»e mie¢ co

najwy»ej N
2 cyfr. Oczywi±cie takich liczb jest O

(
10

N
2

)
. Ponadto skoro interesuj¡ nas tylko liczby

podzielne przez 111 to mo»emy przeiterowa¢ si¦ tylko przez nie, to znaczy zaczynamy od 0, potem
111, nast¦pnie 222 itd.

Te dwie obserwacje pozwalaj¡ na rozwi¡zanie caªego zadania � liczb które powinni±my sprawdzi¢

jest co najwy»ej O
(

10
N
2

111

)
, czyli dla N = 20 jest ich rz¦du 108. Ka»d¡ z nich mo»emy sprawdzi¢

liniowo wydobywaj¡c z niej kolejne cyfry za pomoc¡ operacji reszty z dzielenia przez 10 oraz dzielenia
przez 10.

Zadanie C

W tym zadaniu mieli±my odszyfrowa¢ trzy listy.
Gdyby±my znali ziarno, którego u»yto do szyfrowania wiadomo±ci, to w prosty sposób mo»emy

j¡ odszyfrowa¢. Zauwa»my, »e wynik funkcji los nie zale»y od tego, jaka jest aktualnie przetwarzana
literka. Zatem, »eby odszyfrowa¢ pojedyncz¡ literk¦, mo»emy stworzy¢ funkcj¦ deszyfruj_znak,
która dziaªa tak samo jako szyfruj_znak, ale zamiast dodawa¢ przesuni¦cie, to je odejmuje.
Nale»y jednak pami¦ta¢, »e operator modulo w C++ zachowuje znak, wi¦c trzeba jeszcze zadba¢
o to, »eby wynik byª dodatni. Je»eli mamy funkcj¦ deszyfruj¡c¡ znak to mo»emy napisa¢ funkcj¦
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deszyfruj_tekst, która dziaªa prawie tak samo, jak szyfruj_tekst z t¡ ró»nic¡, »e wywoªuje
funkcj¦ deszyfruj_znak. Nasz kod mo»emy sprawdzi¢ na te±cie przykªadowym podanym w tre±ci.

W tre±ci zadania byªy ukryte trzy wskazówki:

1. Pierwszy list zawiera palindrom skªadaj¡cy si¦ co najmniej z 6 liter.

2. Drugi list zawiera sªowo "kwadratowe" o dªugo±ci co najmniej 5.

3. Podpis autora jest za ka»dym razem taki sam, wi¦c odszyfrowanie dwóch poprzednich listów
pomo»e odszyfrowa¢ ostatni.

Skoro wiemy jakie warunki musz¡ speªnia¢ oryginalne tre±ci listów, to mo»emy sprawdzi¢ po
kolei ka»de dost¦pne ziarno i spróbowa¢ odszyfrowa¢ list z jego pomoc¡. Taka p¦tla powinna dziaªa¢
kilka sekund i wygenerowa¢ kilkana±cie kandydatów na oryginalny tekst, z których ªatwo r¦cznie
wybra¢ poprawn¡ odpowied¹.

Po odszyfrowaniu dwóch pierwszych wiadomo±ci wystarczy zauwa»y¢, »e wspólna cz¦±¢ podpisu
to dalibor gosciwuj. Odszyfrowa¢ list mo»na analogicznie jak dwa poprzednie.

Jednym z alternatywnych rozwi¡za« byªo napisanie funkcji, która heurystycznie szacuje praw-
dopodobie«stwo, »e dany tekst jest poprawnym tekstem w j¦zyku polskim, a nie ci¡giem losowych
znaków. Maj¡c wystarczaj¡co dobr¡ funkcj¦, wystarczy posortowa¢ wyniki deszyfruj_tekst

uruchomionej na wszystkich mo»liwych ziarnach, w kolejno±ci malej¡cych prawdopodobie«stw.
Przykªadami prostych funkcji, które zagwarantuj¡, »e poprawny tekst b¦dzie jednym z pierwszych,
s¡:

� Zliczanie kilku cz¦stych sªów, na przykªad spójników.

� Sprawdzanie cz¦stotliwo±ci samogªosek.

Zadanie D

Podstawow¡ obserwacj¡ w tym zadaniu jest fakt, »e wykonanie tej samej operacji dwa razy pod
rz¡d w ogóle nie zmienia ukªadu zer i jedynek. St¡d dla ka»dego stanu pocz¡tkowego najkrótszy
ci¡g operacji, który zamienia wszystkie jedynki na zera, nie mo»e zawiera¢ dwóch identycznych
operacji pod rz¡d. Wobec tego, musi si¦ on skªada¢ z obydwu operacji stosowanych naprzemiennie.
Ponadto, ostatni¡ operacj¡ musi by¢ zamiana na pierwszej pozycji od prawej � operacja drugiego
typu nie mo»e doprowadzi¢ do otrzymania samych zer.

Wªa±nie pokazali±my, »e dla ka»dego pocz¡tkowego ukªadu zer i jedynek istnieje dokªadnie jedno
najszybsze rozwi¡zanie. Zauwa»my, »e je±li zaczniemy od ci¡gu samych zer i wykonamy ten ci¡g
operacji od ko«ca, to dostaniemy dokªadnie ten sam pocz¡tkowy ukªad. Wobec tego, aby otrzyma¢
ukªad, dla którego najkrótsze rozwi¡zanie ma dªugo±¢ N , nale»y zacz¡¢ od samych zer i N razy
wykonywa¢ raz pierwsz¡, raz drug¡ operacj¦.

Teraz wystarczy tylko wydajnie symulowa¢ ci¡g naprzemiennych operacji (N mo»e by¢ rz¦du
1018). Pomo»e nam w tym nast¦puj¡ce obserwacje:

� Je±li zaczynamy od stanu, w którym pierwsza cyfra od prawej to zero, to wykonanie pierwszej,
a potem drugiej operacji jest zamian¡ na pozycji drugiej od prawej, np.: 10 → 11 → 01.
Wobec tego te dwie operacje (pierwszego, a potem drugiego typu) efektywnie wykonaj¡ op-
eracj¦ pierwsz¡ na ci¡gu cyfr, w którym pomijamy pozycj¦ pierwsz¡ od prawej.
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� Natomiast je±li pierwsza cyfra od prawej to jeden, to pierwsza operacja sprawi, »e na pierwszej
pozycji b¦dzie zero, natomiast druga operacja zmieni pozycj¦ na lewo od pierwszej jedynki
od prawej. Na przykªad 11→ 10→ 110. W tym wypadku efektywnie wykonali±my operacj¦
typu drugiego na ci¡gu znaków o jeden krótszym (znowu, zapominamy o pierwszej cyfrze z
prawej).

Oczywi±cie powy»szy argument mo»na iterowa¢, aby przewidzie¢, co si¦ dzieje nie tylko z drug¡, ale i
kolejnymi cyframi od prawej. St¡d wida¢, »e k-ta cyfra od prawej zmienia si¦ co 2k naprzemiennych
operacji.

Korzystaj¡c z powy»szego faktu, mo»na zasymulowa¢ N naprzemiennych operacji w czasie
O (logN).

Zadanie E

Ukªadanie kafelków podzielimy na trzy cz¦±ci. W pierwszej b¦dziemy przesuwa¢, po kolei, na swoje
miejsce kafelki o numerach od 1 do (n − 2) ·m (czyli kafelki, których miejsce docelowe nie jest w
dwóch ostatnich rz¦dach). Nast¦pnie b¦dziemy ukªadali dwa ostatnie wiersze na raz, od lewej do
prawej, a» zostan¡ dwa ostatnie kafelki. W ostatniej fazie poprawimy ostatnie dwa kafelki.

Pierwsz¡ faz¦ mo»na zaimplementowa¢ nast¦puj¡co. Zaªó»my, »e chcemy przesun¡¢ kafelek o
numerze x:

1. Przesu« kafelki tak, »eby pola na prawo i na dole od x byªy puste:

x

y

Mo»emy to uzyska¢ przy pomocy dowolnego algorytmu przeszukania, np. BFS'em, szukaj¡c
±cie»ki od pustego pola do s¡siada x. Najpierw przesuniemy pierwsze puste pole, a nast¦pnie
drugie. Nale»y tylko uwa»a¢, »eby przy przeszukaniu nie przesuwa¢ ju» poprawnie uªo»onych
kafelków o numerach mniejszych ni» x ani kafelka x. Je»eli kafelek przylega do kraw¦dzi, to
najpierw musimy go odsun¡¢ od niej.

1

2 x

1 x

2

1 x

2

x

1 2

x

1 2

2. Teraz musimy przesun¡¢ x na jego docelowe pole. Osi¡gniemy to, wykonuj¡c najpierw ruchy
w poziomie, a nast¦pnie w pionie. Z uwagi na to, »e naprawiamy plansz¦ po kolei, to kafelki
przesuni¦te do tej pory tworz¡ w peªni poprawnie uªo»one wiersze, a tylko najni»szy, aktualnie
ukªadany wiersz, mo»e nie by¢ w peªni poprawny (ale caªy jego pocz¡tek jest uªo»ony):

3



Przesuwaj¡c wi¦c x w takiej kolejno±ci nigdy nie najedziemy na kafelek o mniejszym numerze.
Przesuni¦cie w lewo mo»emy wykona¢ nast¦puj¡co:

x 1

2 3

x 1

2 3

x 1

2 3

x 1

2 3

x

2 3 1

2 x

3 1

2 x

3 1

Przesuni¦cie w gór¦ mo»emy wykona¢ nast¦puj¡co:

x

2

3 1

x 1

2

3

x 1

2

3

1

2

x 3

1

2

x 3

2 1

x 3

3

2 1

x
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Jedyny problem pojawi si¦, gdy kafelek x jest ostatni w swoim wierszu. Mo»emy jednak
doprowadzi¢ go najpierw powy»szymi ruchami, tak »eby byª na lewo i na dóª od docelowego
miejsca, a nast¦pnie naprawi¢ uªo»enie w nast¦puj¡cych ruchach:

x

2

3 1

x 1

2

3

x 1

2

3

x

2 1

3

x

2 1

3

2 1

3 x

Gdy zostan¡ do uªo»enia dwa ostatnie wiersze, to przechodzimy do fazy drugiej i b¦dziemy
ukªada¢ kafeki kolumnami od lewej do prawej. Najpierw ukªadamy kafelek w wierszu przedostatnim,
a nast¦pnie w ostatnim. Algorytm jest podobny do tego w fazie pierwszej.

Na sam koniec zostan¡ dwa ostatnie kafelki do uªo»enia, które mo»emy poprzestawia¢ w kilku
krokach (w najgorszym przypadku dwa ostatnie kafelki b¦d¡ zamienione miejscami)

Do uªo»enia caªo±ci potrzebujemy przestawi¢ ka»dy kafelek (n ·m − 2). Przestawienie jednego
wymaga przesuni¦cia pustych pól (2 · (n+m)), by¢ mo»e odsuni¦cia od kraw¦dzi (4) i przesuni¦cie
na poprawne miejsce (6 · (n +m)) i ewentualne poprawienie, je»eli docelowe miejsce jest ostatniej
kolumnie (5).

Caªo±¢ wymaga zatem (n ·m− 2) ·
(
2 · (n+m) + 4+ 6 · (n+m) + 5

)
= (8 · 8− 2) ·

(
2 · (8 + 8) +

4 + 6 · (8 + 8) + 5
)
= 8494� 100 000

Zadanie F

Aby rozwi¡za¢ to zadanie zbudujemy struktur¦ danych, która b¦dzie przechowywa¢ multizbiory
liczb i udost¦pnia¢ nast¦puj¡ce operacje na nich:

1. Dla liczby b i multizbioru A znajd¹ takie a ∈ A, »e a⊕ b = maxc∈A c⊕ b.

2. Dla liczby b i multizbioru A znajd¹ wszystkie takie a ∈ A, »e a⊕ b > maxc∈A c⊕ b.

3. Dodaj element b do multizbioru A.

Przy pomocy powy»szych operacji mo»na rozwi¡za¢ zadanie w nast¦puj¡cy sposób. Podczas
przegl¡dania kraw¦dzi w kolejno±ci ich od±nie»ania b¦dziemy utrzymywa¢ multizbiory etykiet odpowiada-
j¡ce graczom znajduj¡cym si¦ w poszczególnych spójnych skªadowych. Ponadto dla ka»dego gracza
utrzymujemy najwi¦kszego xora wewn¡trz spójnej skªadowej. W momencie, gdy od±nie»ona zostaje
kraw¦d¹, która ª¡czy dwie ró»ne spójne skªadowe o multizbiorach etykiet A i B (bez straty ogólno±ci
|B| < |A|), wykonujemy nast¦puj¡ce operacje:

1. Dla ka»dego elementu b ∈ B, za pomoc¡ pierwszej operacji sprawdzamy, czy od±nie»enie nowej
drogi poprawia wynik gracza o etykiecie b.

2. Dla ka»dego elementu b ∈ B, za pomoc¡ drugiej operacji tworzymy list¦ etykiet graczy z
A, dla których b poprawia wynik. Nast¦pnie ª¡czymy te listy dla wszystkich b ∈ B oraz
uaktualniamy odpowiednie wyniki.

3. Kolejno dodajemy elementy ze zbioru B do zbioru A za pomoc¡ trzeciej operacji.
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Zauwa»my, »e przy takim sposobie u»ycia struktury danych, element b jest zmienn¡ losow¡ nieza-
le»n¡ od aktualnego zbioru A podczas ka»dej operacji. Teraz, korzystaj¡c z powy»szej obserwacji,
poka»emy, »e odpowiedni¡ struktur¦ danych mo»na wydajnie zaimplementowa¢.

Nasza struktura danych b¦dzie przechowywaªa ka»dy multizbiór osobno. Multizbiór A b¦dzie
przechowywany w 2k kubeªkach indeksowanych liczbami od 0 do 2k−1. Kubeªek x b¦dzie zawieraª
te elementy z A, których k najbardziej znacz¡cych bitów zapisuje liczb¦ x. Parametr k b¦dzie
dobrany w taki sposób, »eby »aden kubeªek nie jest pusty. Przy czym gdy tylko (w wyniku dodania
elementu) pojawi si¦ mo»liwo±¢ zwi¦kszenia k przy zachowaniu tego warunku, struktura danych
przetwarza caªy zbiór A i buduje kubeªki na nowo w czasie O (|A|) dla k′ = k + 1. Poniewa»
multizbiory (a wi¦c i k) mog¡ tylko rosn¡¢, ka»dy element dodany do struktury b¦dzie braª udziaª
w takiej przebudowie co najwy»ej logN razy (zawsze mamy k ≤ logN). To sprawia, »e sumaryczny
koszt operacji trzeciego typu to O (N logN)

W celu analizy pierwszych dwóch operacji, pochylmy si¦ nad reprezentacj¡ A podzielon¡ na
2k niepustych kubeªków. Po pierwsze, ka»dy z elementów A ma najlepszy xor równy co najm-
niej 240 − 240−k � paruj¡c elementy z kubeªków o przeciwnych etykietach mo»emy otrzyma¢ k
najstarszych bitów równych jeden w xorze. Co wi¦cej, parowanie elementów, które nie nale»¡ do
takiej pary kubeªków da wynik gorszy ni» 240 − 240−k, poniewa» jeden z k najbardziej znacz¡cych
bitów b¦dzie taki sam. Dlatego, aby przetworzy¢ zapytania pierwszego i drugiego typu wystarczy
przejrze¢ dokªadnie jeden kubeªek w reprezentacji A � ten o etykiecie przeciwnej (zanegowanej)
ni» najstarsze k bitów b. Przy czym, poniewa» b jest wybrane jednostajnie oraz niezale»nie od
A, prawdopodobie«stwo przejrzenia wszystkich kubeªków przechowuj¡cych A jest równe. Dlatego

oczekiwany koszt tej operacji to O
(

E[|A|]
2k

)
. Teraz wystarczy tylko oszacowa¢ warto±¢ oczekiwan¡

|A|, który wypeªnia 2k kubeªków, ale nie wypeªnia 2k+1.
Ograniczymy j¡ z góry przez warto±¢ oczekiwan¡ rozmiaru rozmiaru zbioru A w momencie, gdy

zaczyna wypeªnia¢ wszystkie 2k+1 kubeªków (moment, gdy k jest zwi¦kszane o jeden, a reprezen-
tacja zbioru A jest budowana od nowa). Poniewa» elementy b dodawane do A zawsze s¡ niezale»ne
od dotychczasowych elementów A oraz maj¡ rozkªad jednostajny spo±ród wszystkich dodanych
warto±ci, b tra�a do jednego z 2k+1 kubeªków wybranego jednostajnie i niezale»nie od zbioru doty-
chczasowo zapeªnionych kubeªków. W przypadku takiego problemu oczekiwana liczba elementów,
które musz¡ si¦ znale¹¢ w zbiorze A, aby w ka»dym z 2k+1 znalazª si¦ przynajmniej jeden element,
to O

(
(k + 1)2k+1

)
(problem ten jest znany jako Problem Kolekcjonera Kuponów). Wobec tego

oczekiwany koszt pojedynczej pierwszej i drugiej operacji to O (k) (czyli O (logN)).
Przypomnijmy sobie, ka»dy element b dla którego wykonywali±my pierwsze dwie operacje, byª

nast¦pnie dodawany do zbioru A. Ponadto, pochodziª on z mniejszego multizbioru B. St¡d na
ka»dym elemencie wykonujemy co najwy»ej logN operacji pierwszego i logN drugiego typu. Wobec
tego, sumaryczny oczekiwany koszt tych operacji to O

(
N log2 N

)
. W ten sposób otrzymujemy

rozwi¡zanie o zªo»ono±ci O
(
N log2 N

)
.

Zadanie G

W tym zadaniu mieli±my dany graf, w którym ka»dy wierzchoªek miaª przydzielony (inny ni» inne
wierzchoªki) kolor, a ka»da kraw¦d¹ miaªa dwa ró»nokolorowe ko«ce. Operacje, które mogli±my
wykonywa¢, polegaªy na wybraniu wierzchoªka, a nast¦pnie "obróceniu go, razem z przyczepionymi
do niego kraw¦dziami" � oznacza to, »e kraw¦dzie przyczepione do niego zamieniaªy si¦ kolejno
miejscami, tak »e pierwsza wskakiwaªa na miejsce drugiej, ta na miejsce trzeciej i tak dalej, a»
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ostatnia wskoczyªa na miejsce pierwszej. Kraw¦dzie nie zmieniaªy kierunku z punktu widzenia
wierzchoªka, który obracali±my.

Okazuje si¦, »e je±li w uªo»onej zagadce we¹miemy sobie pewn¡ kraw¦d¹ i obrócimy j¡, to nie
b¦dziemy w stanie powróci¢ do pierwotnego ustawienia za pomoc¡ legalnych obrotów. Podobnie,
je±li zamienimy ze sob¡ miejscami dwie kraw¦dzie, to nie zawsze b¦dziemy w stanie za pomoc¡
legalnych obrotów powróci¢ do pierwotnego ustawienia. Sprawd¹my od czego to wszystko zale»y.

Rozwi¡zanie zadania wymaga podstawowej wiedzy o parzysto±ci permutacji. Przede wszystkim
nale»y wiedzie¢, »e zªo»enie dwóch permutacji parzystych daje permutacj¦ parzyst¡, zªo»enie dwóch
nieparzystych te» daje parzyst¡, ale zªo»enie parzystej z nieparzyst¡ daje permutacj¦ nieparzyst¡
(wszystko tak, jak dodawanie). W naszym gra�e b¦dziemy interpretowa¢ uªo»enie naszych kraw¦dzi
jako permutacj¦.

Na pocz¡tku zwery�kujmy wszystkie przypadki z których nie da si¦ doj±¢ do poprawnego
ustawienia. Zacznijmy od sprawdzenia czy skierowanie kraw¦dzi jest dobre, a potem sprawdzimy
poprawno±¢ ich ustawienia.

1. Sprawdzanie skierowania kraw¦dzi

(a) Graf dwudzielny

Je»eli graf jest dwudzielny, to mo»emy podzieli¢ wszystkie jego wierzchoªki na dwa zbiory
A i B. Je»eli która± z kraw¦dzi b¦dzie obrócona odwrotnie, to zauwa»my, »e nie jeste±my
w stanie obróci¢ jej za pomoc¡ legalnych ruchów. Wtedy odpowiedzi¡ do zadania jest
NIE.

(b) Graf niedwudzielny

Przekolorujmy ka»d¡ kraw¦d¹ na dwa kolory, powiedzmy czarny i biaªy, a niech czarny
koniec b¦dzie ten, który ma wy»szy numer koloru. Mo»emy teraz policzy¢ ile kraw¦dzi
jest uªo»onych poprawnie (ma czarny kolor przy wy»szym numerze wierzchoªka), a ile
z nich niepoprawnie. Zauwa»my teraz, »e je±li liczba niepoprawnie uªo»onych kraw¦dzi
jest nieparzysta, to po ka»dym obrocie zostanie ona nieparzysta. Fakt ten mo»na zw-
ery�kowa¢ na przykªad tak, »e je±li wykonamy jeden obrót, to zawsze parzysta liczba
kraw¦dzi zmieni swój stan poprawno±ci. Zatem je±li liczba niepoprawnie uªo»onych
kraw¦dzi jest nieparzysta, odpowiedzi¡ do zadania jest NIE.

2. Sprawdzanie poªo»enia kraw¦dzi

(a) Graf jest gwiazd¡ (drzewem o n− 1 li±ciach)

Tutaj jedyny obrót jaki jeste±my w stanie wykona¢ to obrót wokóª ±rodka gwiazdy. �atwo
mo»na zwery�kowa¢ czy kolejno±¢ kraw¦dzi pasuje do kolejno±ci wierzchoªków.

(b) Graf zawieraj¡cy tylko wierzchoªki o nieparzystych stopniach

Zauwa»my, »e w tym przypadku ka»da permutacja wynikaj¡ca z obrotu wierzchoªka
jest cyklem o nieparzystej dªugo±ci, a zatem jest parzyst¡ permutacj¡. W takim razie,
je±li uªo»enie kraw¦dzi jest nieparzyst¡ permutacj¡, to nigdy nie dojdziemy za pomoc¡
obrotów do poprawnego uªo»enia, które jest parzyst¡ permutacj¡. Wtedy nale»y wypisa¢
NIE.

(c) Graf zawieraj¡cy wierzchoªek o parzystym stopniu

W tym przypadku mo»emy przestawi¢ kraw¦dzie do ka»dego mo»liwego ustawienia.
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(a) (b) (c)

(d) (e) (f)

(g) (h)

Figure 1: Symulacja ruchów z Algorytmu 1

W powy»szych przypadkach uzasadnili±my czemu z niektórych ustawie« kraw¦dzi nie jeste±my
w stanie osi¡gn¡¢ stanu pocz¡tkowego. Aby doko«czy¢ dowód poprawno±ci wska»emy algorytmy,
które pozwol¡ nam osi¡gn¡¢ stan pocz¡tkowy w pozostaªych sytuacjach.

Algorytm 1. Zamiana miejscami trzech kraw¦dzi Zakªadamy, »e kraw¦dzie niebieska i
zielona le»¡ przy jednym wierzchoªku, a »óªta nie (taki zestaw kraw¦dzi jeste±my w stanie znale¹¢
tylko je±li nasz graf nie jest gwiazd¡). Tutaj naszym celem jest zamienienie za sob¡ miejscami trzech
kraw¦dzi, oznaczonych na rysunku kolorami zielonym, niebieskim i »óªtym. Chcieliby±my przy tym
nie zmieni¢ ustawienia »adnej z pozostaªych kraw¦dzi.

Na pocz¡tku zamie«my ze sob¡ kraw¦dzie niebiesk¡ i »óªt¡, dbaj¡c tylko o to, aby nie ruszy¢
»adnej z pomara«czowych kraw¦dzi (jasno zielone kraw¦dzie zmieniªy kolor na szary, gdy» tymcza-
sowo zmieniªy one swoje poªo»enie). Zauwa»my, »e mo»emy to zrobi¢ w prosty sposób, obracaj¡c
odpowiedni¡ liczb¦ razy odpowiednie wierzchoªki na ±cie»ce pomi¦dzy tymi kraw¦dziami. Zamiana
jest zobrazowana na obrazkach od (a) do (e).

Kluczowym spostrze»eniem teraz jest to, »e gdyby±my wykonali teraz dokªadnie tak¡ sam¡
sekwencj¦ ruchów, w odwrotnej kolejno±ci, wszystkie kraw¦dzie wróciªyby na swoje miejsca.

Idea naszego algorytmu jest taka � podmienimy teraz kraw¦d¹ »óªt¡ z zielon¡, po czym wykon-
amy caª¡ sekwencj¦ ruchów od tyªu. W ten sposób wszystkie szare kraw¦dzie wróc¡ na swoje miejsca
(zamieni¡ si¦ z powrotem na jasno zielone), a my zamienili±my wybrane przez nas kraw¦dzie miejs-
cami!

U»ywaj¡c powy»szego algorytmu mo»emy w prosty sposób zamieni¢ miejscami trzy wspomniane
wy»ej kraw¦dzie. Je±li za to chcieliby±my zamieni¢ miejscami trzy wybrane przez siebie kraw¦dzie,
mo»emy po prostu ustawi¢ je jak wy»ej za pomoc¡ dowolnej sekwencji ruchów, wykona¢ algorytm,
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(a) (b) (c)

(d) (e)

Figure 2: Symulacja ruchów z Algorytmu 2

po czym cofn¡¢ wspomnian¡ sekwencj¦ ruchów. W ten sposób jeste±my w stanie naªo»y¢ na nasz
graf dowoln¡ parzyst¡ permutacj¦, a przez to, je±li permutacja kraw¦dzi byªa pierwotnie parzysta,
to mo»emy doprowadzi¢ kraw¦dzie do stanu pocz¡tkowego.

W przypadku gdy nasz graf ma jaki± wierzchoªek stopnia parzystego, a graf jest permutacj¡
nieparzyst¡, sytuacja jest bardzo prosta � wystarczy wykona¢ jeden obrót tego wierzchoªka, co
sprawi, »e permutacja stanie si¦ parzysta, a wtedy jeste±my ju» w stanie uªo»y¢ graf.

Teraz zajmijmy si¦ obracaniem kraw¦dzi. U»yjemy do tego algorytmu, który obraca dwie
s¡siaduj¡ce ze sob¡ kraw¦dzie w gra�e niedwudzielnym.

Algorytm 2. Obrót dwóch s¡siaduj¡cych kraw¦dzi w gra�e niedwudzielnym Skoro graf
nie jest dwudzielny, to mo»emy znale¹¢ w nim cykl o nieparzystej dªugo±ci.

Wybierzmy sobie dwie kraw¦dzie przylegaj¡ce do jednego wierzchoªka, które b¦dziemy chcieli
obróci¢. Znajd¹my te» cykl nieparzystej dªugo±ci, a za jego pomoc¡ ±cie»k¦ o nieparzystej dªugo±ci,
która ko«czy si¦ i zaczyna na jednej z wybranych kraw¦dzi (na rysunku jest to kraw¦d¹ »óªta).
Kierunki strzaªek na rysunku oznaczaj¡ ich skierowanie, gdy» teraz wªa±nie zajmujemy si¦ jego
zmian¡.

Analogicznie do poprzedniego algorytmu, wykonamy teraz ci¡g zmian, który wprowadza oczeki-
wan¡ przez nas mody�kacj¦, a nast¦pnie po wykonaniu podmiany, cofniemy wszystkie ruchy.

Jak wida¢ na rysunku, w pierwszej kolejno±ci b¦dziemy przesuwa¢ »óªt¡ kraw¦d¹ po ±cie»ce
nieparzystej dªugo±ci tak dªugo a» wróci ona obrócona na swoje miejsce (rysunek (b)). �cie»ka
ma nieparzyst¡ dªugo±¢, wi¦c kraw¦d¹ wróci obrócona. Nast¦pnie mo»emy wykona¢ podmian¦
»óªtej kraw¦dzi na niebiesk¡, po czym cofn¡¢ wszystkie wykonane uprzednio ruchy. W ten sposób
obróci si¦ te» i niebieska kraw¦d¹. Po ostatecznym przesuni¦ciu »óªtej kraw¦dzi na swoje miejsce,
otrzymali±my oczekiwany obrót dwóch s¡siaduj¡cych ze sob¡ kraw¦dzi.

Zauwa»my teraz, »e je»eli chcieliby±my wykona¢ obrót dwóch kraw¦dzi, które nie s¡siaduj¡ ze
sob¡, mo»emy na przykªad ustawi¢ je obok siebie u»ywaj¡c dowolnej sekwencji ruchów, obróci¢
za pomoc¡ algorytmu, a nast¦pnie cofn¡¢ pierwotne ruchy, co sprawi, »e tylko te dwie kraw¦dzie
zmieniªy swoje ustawienie.

Powy»sze algorytmy maj¡ jeszcze kilka przypadków do doprecyzowania, ale analizuje si¦ je w
podobny sposób.
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Podsumowuj¡c: rozwi¡zanie zadania (poza dowodami poprawno±ci) wymagaªo:

� sprawdzenia czy graf jest gwiazd¡ (oraz ewentualnego sprawdzenia czy dwie gwiazdy maj¡
kraw¦dzie w tej samej kolejno±ci),

� sprawdzenia dwudzielno±ci grafu (z ewentualnym sprawdzeniem czy konkretne wierzchoªki
le»¡ po tej samej stronie),

� sprawdzenia czy liczba kraw¦dzi o niepokrywaj¡cym si¦ skierowaniu jest nieparzysta,

� sprawdzenia czy graf zawiera wierzchoªek o stopniu parzystym,

� sprawdzenia czy permutacja kraw¦dzi grafu jest parzysta.

Implementacja ka»dego z powy»szych warunków nie wymaga znajomo±ci zaawansowanej algo-
rytmiki.

Zadanie H

Zauwa»my, »e x⊕ y ≤ x+ y dla dowolnych nieujemnych liczb x oraz y. Dlatego zamieniaj¡c dwie
karty w jedn¡ Ja± nigdy nie pogarsza swojego wyniku. Wobec tego istnieje optymalne rozwi¡zanie,
w którym Ja± zostaje z tylko jedn¡ kart¡. Poniewa» xor jest ª¡czny, warto±¢ tej ostatniej karty musi
by¢ równa xorowi wszystkich kart, które Ja± pocz¡tkowo miaª na r¦ce.

Zadanie I

W tym zadaniu chcemy wybra¢ kolejno±¢ specjalnych punktów poªo»onych na prostej tak, aby suma
odlegªo±ci pomi¦dzy dwoma kolejnymi punktami w ci¡gu byªa jak najwi¦ksza.

Niech p1, p2, . . . , pN oznaczaj¡ posortowane rosn¡co pozycje na prostej kolejnych specjalnych
punktów. Zamiast patrze¢ bezpo±rednio na odlegªo±ci, zauwa»my, »e przeby¢ odcinek pomi¦dzy
punktami p1 i p2 mo»emy maksymalnie dwa razy, najpierw docieraj¡c do p1 z jakiego± wierzchoªka
na prawo od niego, a nast¦pnie wychodz¡c z niego. Pomi¦dzy p2 a p3 mo»emy ju» przej±¢ 4 razy,
pomi¦dzy p3 i p4 ju» 6, i tak dalej, a» dotrzemy do ±rodkowego punktu(ów). Dalej schemat si¦
odwraca i liczba mo»liwo±ci przej±¢ zaczyna male¢. Bardziej formalnie, do ka»dego punktu po
jednej ze stron kraw¦dzi mo»emy raz wej±¢ i raz wyj±¢, wi¦c maksymalna liczba odwiedzin danego
odcinka to dwukrotno±¢ minimum z liczby wierzchoªków po prawej i po lewej stronie. Mamy dwa
przypadki:

� N jest parzyste:

Popatrzmy na ±rodkow¡ kraw¦d¹ � odcinek mi¦dzy punktami pN
2

i pN
2 +1. Niezale»nie od

wyboru punktu pocz¡tkowego i ko«cowego, nie jeste±my w stanie przej±¢ t¡ kraw¦dzi¡ wi¦cej
ni» N − 1 razy (tyle jest wszystkich skoków, które wykonamy). Jest to jedyny odcinek,
dla którego maskymalna mo»liwa liczba przej±¢ jest inna ni» dwukrotno±¢ mniejszej z liczb
wierzchoªków po jednej ze stron. Zacznijmy od wierzchoªka pN

2
, przejd¹my z niego do punktu

pN , potem wró¢my do pN
2 −1

, dalej pN−1, i tak dalej, a» dotrzemy do pN
2 +1. �atwo sprawdzi¢,

»e taka ±cie»ka przechodzi przez ka»dy z odcinków maksymaln¡ mo»liw¡ liczb¦ razy, wi¦c jest
optymalna.
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� N jest nieparzyste:

Tutaj sytuacja wygl¡da bardzo podobnie. Tym razem jednak mo»emy przej±¢ ka»dy od-
cinek maksymalnie tyle razy, ile wskazuje nam znaleziony wcze±niej wzór. Popatrzmy na dwa
±rodkowe odcinki, których jednym z ko«ców jest pN+1

2
. Ka»dego z osobna mo»na przej±¢

maksymalnie N − 1 razy je±li zaczniemy w punkcie po stronie z wi¦ksz¡ liczb¡ wierzchoªków
i za ka»dym razem b¦dziemy przechodzi¢ przez t¡ kraw¦d¹, zmieniaj¡c stron¦. Zauwa»my, »e
tylko ±rodkowy punkt znajduje si¦ po �wi¦kszej stronie� dla obu tych odcinków. Co wi¦cej, je±li
zdecydujemy si¦ odwiedzi¢ nast¦pnie punkt po jednej ze stron, ominiemy drug¡ ze ±rodkowych
kraw¦dzi � jedn¡ z nich mo»emy przej±¢ co najwy»ej N − 2 razy! Zacznijmy od ±rodkowego
punktu, dalej odwied¹my punkt pN , potem pN+1

2 −1
, pN−1, itd. Wszystkie odcinki oprócz tego

pomi¦dzy punktami pN+1
2

i pN+1
2 −1

odwiedzimy maksymaln¡ mo»liw¡ liczb¦ razy. Mo»e si¦
jednak okaza¢, »e odcinek pomi¦dzy pN+1

2
i pN+1

2 +1 jest od niego krótszy � wtedy wystarczy
odbi¢ lustrzanie ±cie»k¦.

Zadanie J

W tym zadaniu mieli±my dany jeden wiersz obrazka logicznego, w którym mamy okre±lone ju»
zamalowanie niektórych pól (czy b¦d¡ one peªne czy puste), a naszym zadaniem jest sprawdzenie
dla pozostaªych pól, czy te» mo»emy ju» deterministycznie okre±li¢ ich zamalowanie.

Pomysª na rozwi¡zanie jest prosty � dla ka»dego nieokre±lonego jeszcze pola mo»emy spróbowa¢
okre±li¢ czy b¦dzie ono peªne czy puste, a nast¦pnie sprawdzi¢ czy istnieje jakiekolwiek zamalowanie,
które speªnia to oraz poprzednie kryteria.

Teraz skupmy si¦ na sprawdzeniu czy dla danego ukªadu istnieje jakie± poprawne zamalowanie.
Mo»na to zwery�kowa¢ za pomoc¡ programu dynamicznego. Niech d1, . . . , dK oznaczaj¡ dªugo±ci
kolejnych odcinków, które chcemy zamalowa¢, a pola do zamalowania b¦d¡ oznaczone numerami
1, . . . , N . Niech stan DP [i][j] oznacza czy jeste±my w stanie zamalowa¢ pola od 1 do i tak, aby
na obrazku zamalowane byªy dokªadnie odcinki d1, . . . , dj , w tej»e kolejno±ci. Stany programu
dynamicznego DP [i][j] mo»emy ªatwo aktualizowa¢, poni»szym sposobem.

� Je±li chcemy zostawi¢ pole i niezamalowane, to musimy sprawdzi¢ czy mo»e ono by¢ nieza-
malowane, oraz czy daªo si¦ zamalowa¢ pola od 1 do i − 1 za pomoc¡ j odcinków (czyli czy
prawdziwe jest DP [i− 1][j]). Wtedy DP [i][j] jest prawdziwe.

� Je±li chcemy aby pole i zostaªo zamalowane, to znaczy, »e ko«cowy fragment o dªugo±ci dj
musi zosta¢ zamalowany. Zatem musimy sprawdzi¢ czy pola od i − dj + 1 do i mog¡ by¢
zamalowane, czy pole i − dj mo»e zosta¢ puste (bo musimy mie¢ pole przerwy pomi¦dzy
zamalowanymi paskami) oraz czy daªo si¦ zamalowa¢ pola od 1 do i− dj − 1 za pomoc¡ j− 1
odcinków (czyli czy prawdziwe jest DP [i−dj−1][j−1]). Wtedy DP [i][j] te» jest prawdziwe.

Sprawdzenie dla pewnego przedziaªu, czy wszystkie kratki znajduj¡ce si¦ w nim mog¡ zosta¢ za-
malowane, mo»na zrobi¢ na przykªad za pomoc¡ sum pre�ksowych, zliczaj¡cych pola które mog¡
zosta¢ zamalowane. Program dynamiczny napisany z takim usprawnieniem dziaªa w czasie O(N ·K),
a zatem caªy program (sprawdzaj¡cy mo»liwo±ci dla wszystkich pól po kolei) dziaªa w czasie
O(N2 ·K), co mie±ciªo si¦ w wyznaczonych limitach.

Warto doda¢, »e powy»sze rozwi¡zanie mo»na jeszcze usprawni¢ do takiego, które dziaªa w
sumarycznym czasie O(N · K). Aby to zrobi¢ mo»emy policzy¢ sobie program dynamiczny dla
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ka»dego pre�ksu planszy (czyli taki jak wy»ej), a dodatkowo podobny program dla ka»dego su�ksu
planszy (analogiczny do powy»szego). Oba te programy da si¦ wyliczy¢ w czasie O(N ·K). Maj¡c
dane takie programy nie jest konieczne ju» pocz¡tkowe sprawdzenie zamalowania kolejnych pól.
Teraz sprawdzenie dla ka»dej komórki czy mo»e ona zosta¢ niezamalowana jest do±¢ proste. Za to
dla ka»dego odcinka dj jeste±my w stanie sprawdzi¢ czy mo»e on by¢ poªo»ony na ka»dym mo»liwym
miejscu, a je±li tak, to mo»emy zaznaczy¢ w tych miejscach, »e mog¡ one by¢ zamalowane. Daje
nam to sumaryczn¡ zªo»ono±¢ O(N ·K).

Zadanie K

Poniewa» dróg jest co najwy»ej tyle, co osad, TO graf, który b¦dziemy dzieli¢ na cz¦±ci, jest drzewem
lub zawiera dokªadnie jeden cykl. Rozpatrzmy najpierw przypadek drzewa.

Rozwi¡zanie dla drzewa opiera si¦ na programowaniu dynamicznym (tutaj przedstawimy je-
dynie de�nicje rozwi¡zywanych podproblemów, wzory na obliczanie cz¦±ciowych rozwi¡za« s¡ do±¢
proste do wyprowadzenia). Zaczniemy od ukorzenienia drzewa w pewnym wierzchoªku r. Przez
Dp[v][mask] oznaczymy liczb¦ takich poprawnych podziaªów poddrzewa zaczynaj¡cego si¦ w v z
tym wyj¡tkiem, »e cz¦±¢ zawieraj¡ca v niekoniecznie ma dost¦p do wszystkich surowców, ale do tych
zaznaczonych w masce bitowejmask. Znaj¡c warto±ciDp dla synów v, tablic¦Dp[v]mo»na obliczy¢
w czasie liniowym od liczby synów v (wystarczy zacz¡¢ od sytuacji jak gdyby v byª li±ciem, a uak-
tualnia¢ wynik uwzgl¦dniaj¡c kolejne dzieci v � uwzgl¦dnienie kolejnego syna w wyniku wymaga
liczby operacji rz¦du (23)2 � wystarczy si¦ przeiterowa¢ po wszystkich parach masek bitowych
oznaczaj¡cych typy wierzchoªków).

Teraz rozwa»my przypadek grafu zawieraj¡cego cykl. Ustalmy dowoln¡ kraw¦d¹ le»¡c¡ na cyklu
i oznaczmy jej ko«ce przez a i b. Przez T oznaczmy drzewo powstaªe w wyniku usuni¦cia kraw¦dzi
(a, b) z grafu. Poprawne podziaªy wierzchoªków b¦dziemy liczy¢ w dwóch rozª¡cznych kategoriach:
takich, »e wszystkie wierzchoªki na ±cie»ce w drzewie T z a do b nale»¡ do jednego lub wi¦kszej
liczby zbiorów.

Wszystkie wierzchoªki na ±cie»ce z a do b nale»¡ do jednego zbioru: Aby obliczy¢ liczb¦
podziaªów w tej kategorii wystarczy zastosowa¢ programowanie dynamiczne w poprzedniego punktu
dla drzewa T z t¡ mody�kacj¡, »e nie wolno rozdziela¢ wierzchoªków na ±cie»ce z a do b.

Wierzchoªki na ±cie»ce z a do b nale»¡ do wielu ró»nych zbiorów: W tym przypadku
równie» posªu»ymy si¦ takimi podziaªami drzewa T , »e wszystkie zbiory wierzchoªków rozpinaj¡
spójne podgrafy oraz zawieraj¡ przynajmniej po jednym z ka»dego surowców. Jednak ograniczaj¡c
si¦ do drzewa T zapominamy o kraw¦dzi (a, b), czyli o tym, »e zbiory zawieraj¡ce a i b mo»na
poª¡czy¢. Dlatego drugie ograniczenie w odniesieniu do tych grup nale»y zrelaksowa¢, tzn. dla
ka»dej pary masek bitowych maska oraz maskb chcemy policzy¢ liczb¦ takich podziaªów wierz-
choªków na spójne podzbiory, »e:

� Wierzchoªki a i b nale»¡ do ró»nych zbiorów.

� Zbiór, w którym jest a (b), zawiera typy wierzchoªków zaznaczone w masce maska (maskb).

� Zbiory, do których nie nale»y a ani b, zawieraj¡ wierzchoªki wszystkich trzech typów.
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Takie warto±ci mo»na uzyska¢ ukorzeniaj¡c T w wierzchoªku a oraz, podobnie jak wcze±niej, oblicza-
j¡c warto±ci Dp′[v][mask][maskb][cut] � liczb¦ podziaªów poddrzewa o korzeniu w v na spójne
podzbiory wierzchoªków takich, »e zbiór wierzchoªków z v zawiera typy wierzchoªków zaznaczone
w mask, a zbiór z b te zaznaczone w maskb. Ponadto gdy cut = 0, wymagamy by v oraz b byªy
w jednym zbiorze (wtedy mask = maskb), a gdy cut = 1, w ró»nych. Oczywi±cie ostatnie dwa
warunki maj¡ znaczenie tylko wtedy, gdy b jest potomkiem v. W przeciwnym wypadku wystarczy
obliczy¢ zwykªe Dp[v][mask]. Dp′[v] mo»na obliczy¢ analogicznie do Dp[v], przy czym wymaga to
liczby operacji rz¦du deg(v) · (23)3 = deg(v) · 512. Aby otrzyma¢ ostateczny wynik, wystarczy si¦
przeiterowa¢ po wszystkich parach masek maska oraz maskb, które wspólnie zawieraj¡ wszystkie
typy wierzchoªków i posumowa¢ Dp[a][maska][maskb][1].

Ostatecznie otrzymujemy algorytm, którego liczba operacji jest rz¦du 512N .

Zadanie L

W tym zadaniu dla podanej daty nale»aªo okre±li¢ jaka pora roku wtedy obowi¡zuje. Najªatwiej to
zrobi¢ pisz¡c jedn¡ pomocnicz¡ funkcj¦, która porównuje dwie daty i stwierdza, która z nich jest
wcze±niej. Taka funkcja mo»e operowa¢ na napisach, ale jeszcze pro±ciej jest, gdy operuje ona na
liczbach. Nale»y tylko pami¦ta¢ o zamianie wczytanych dat na liczby. Nast¦pnie za pomoc¡ tak
napisanej funkcji i instrukcji warunkowych wystarczy wypisa¢ nazw¦ odpowiedniej pory roku.

Zadanie M

Wie±niaków na wyspach mo»emy reprezentowa¢ jako permutacj¦ - je±li wie±niak, który powinien
by¢ na wyspie i, znajduje si¦ obecnie na wyspie j to liczba i w permutacji znajdzie si¦ na j-tym
miejscu. Wiemy z tre±ci zadania, »e dwa elementy z permutacji s¡ na poprawnych miejscach oraz
nigdy nie byªy ruszane.

Zaªó»my na razie, »e permutacja skªada si¦ tylko z tych dwóch nieruszonych elementów o nu-
merach 1 i 2 oraz jednego cyklu, którego kolejnymi elementami s¡ c1, c2, c3, . . . , ck. Poka»emy, »e da
si¦ skonstruowa¢ ci¡g zamian tak, »eby powstaªa nam permutacja identyczno±ciowa niezale»nie od
tego, które z zamian elementów s¡ jeszcze dost¦pne. Zaczniemy od zamiany miejscami elementów
na pozycjach 1 i tej, na której znajduje si¦ c1. Nast¦pnie wykonamy zamian¦ elementu c1 b¦d¡cego
teraz na pozycji 1 na jego prawidªowe miejsce, na którym jest c2 (ze wzgl¦du na cykl). Powtarzamy
to, a» na pozycji 1 b¦dzie element ck−1. W ten sposób uda nam si¦ naprawi¢ prawie caªy cykl.
Na pozycji, na której byª element c1 znajdzie si¦ teraz element 1, a na pozycji 1 element ck−1. Za
pomoc¡ kroków przedstawionych na poni»szych rysunkach mo»emy doko«czy¢ napraw¦ cyklu:
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Na koniec elementy 1 i 2 s¡ zamienione miejscami, ale na szcz¦±cie nigdy nie u»ywali±my zamian
tych dwóch pozycji, wi¦c zwyczajnie zamieniamy je miejscami.

A co je±li cyklów permutacji jest wi¦cej? Rozwi¡zanie nie ró»ni si¦ zbyt wiele. Zanim zamienimy
ze sob¡ 1 i 2, naprawmy analogicznie nast¦pny cykl. Dopiero po naprawie wszystkich pozostaªych
cykli ewentualnie nale»y zamieni¢ miejscami pozycje 1 i 2.

Zadanie N

Gªównym spostrzerzeniem potrzebnym do rozwi¡zania zadania jest fakt, »e je±li planujemy kupi¢
jakiego± robotnika, to opªaca nam si¦ to zrobi¢ jak najwcze±niej, gdy» zawsze kosztuje on tyle samo,
a im wcze±niej go kupimy, tym wi¦cej zysku mo»e on przynie±¢.

Drugim spostrze»eniem jest to, »e skoro wszystkie warto±ci na wej±ciu s¡ z przedziaªu [1, 1000],
to czas zbierania po»ywienia nie b¦dzie wi¦kszy ni» 1000 (bo tyle zajmie to jednemu robotnikowi),
oraz nigdy nie b¦dziemy potrzebowa¢ wiecej ni» 1000 robotników (bo s¡ oni w stanie wyprodukowa¢
caªe potrzebne po»ywienie w sekund¦).

Rozwi¡zanie zadania polega na sprawdzeniu po jakim czasie najwcze±niej jeste±my w stanie
zebra¢ odpowiedni¡ ilo±¢ po»ywienia, zakªadaj¡c, »e kupimy dokªadnie x robotników. Mo»emy
zasymulowa¢ tak¡ sytuacj¦ za pomoc¡ p¦tli od 1 do 1000, która na pocz¡tku dokupuje robotnika
(je±li nie mamy wystarczaj¡co po»ywienia, mo»emy stopniowo przesuwa¢ czas, za ka»dym razem
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zwi¦kszaj¡c liczb¦ po»ywienia o V ·(x−1), bo tyle produkuj¡ aktualnie nasi robotnicy), a nast¦pnie
wylicza po jakim czasie byliby oni w stanie wyprodukowa¢ po»ywienie potrzebne do awansu (s¡ oni
w stanie wyprodukowa¢ y po»ywienia w czasie dy/(V · x)e).

Rozwi¡zanie to dziaªa w czasie liniowym od wielko±ci danych, ale ze wzgl¦du na maªe limity,
akceptowane byªy równie» wolniejsze rozwi¡zania.

Zadanie O

Tre±¢

Chcemy uªo»y¢ na prostej N kóª (o ró»nych promieniach) w danej kolejno±ci, tak by ka»de kolejne
koªo przylegaªo ±ci±le do jednego z poprzednich kóª. Podaj szeroko±¢ �gury, która jest na ko«cu
sum¡ wszystkich kóª.

Rozwi¡zanie

Poniewa» limity w zadaniu nie s¡ za du»e (N ≤ 3000), b¦dziemy szukali rozwi¡zania dziaªaj¡cego
w zªo»ono±ci O(N2).

B¦dziemy kolejno dodawa¢ ka»de kolejne koªo i sprawdza¢, w którym miejscu si¦ zatrzyma je»eli
dosuniemy je od prawej strony.

Rozwa»ymy, w którym miejscu zatrzymaªoby si¦ koªo, je»eli miaªoby styka¢ si¦ z jakim± z kóª,
które byªy wcze±niej i maj¡ ju» jednoznacznie ustalon¡ pozycj¦. Pozycj¡ nowego koªa, jest maksi-
mum z rozwa»onych mo»liwo±ci.

Symuluj¡c proces przesuwania koªa w lewo w pewnym momencie natra� ono na przeszkod¦ (inne
koªo, albo ±cian¦ magazynu) i si¦ tam zatrzyma. Rozwa»aj¡c wszystkie poprzednie koªa, na pewno
rozwa»ymy te» to, na którym rzeczywi±cie si¦ zatrzyma. Na pewno te» nie postawimy nowego koªa
za bardzo na prawo.
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Zwró¢my uwag¦ na to, »e w skrajnym przypadku musimy rozwa»y¢ okr¡g, który pojawiª si¦
du»o wcze±niej.

Za pomoc¡ prostych rachunków i Twierdzenia Pitagorasa wyznaczamy na poziom¡ odlegªo±¢
mi¦dzy ±rodkami kóª.
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Rozwi¡zania szybsze

Okazuje si¦, »e istniej¡ rozwi¡zania dziaªaj¡ce w czasie O(N logN) oraz O(N), korzystaj¡ce z
obserwacji, »e okr¦gi mog¡ce w przyszªo±ci by¢ jeszcze kandydatami na te koliduj¡ce, maj¡ malej¡ce
rozmiary. Je»eli wi¦c zwi¦kszamy rozmiar dodawanego okr¦gu, to b¦dzie si¦ on zatrzymywaª, na
coraz wcze±niejszych okr¦gach.
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