Rozwiazania zadan z Mistrzostw Polski Szkot Srednich w
Programowaniu Zespotowym 2023

Zadanie A

W zadaniu mamy dane K zlotych monet z ktorych kazda dzieli sie na G groszy. Nalezy podzieli¢
te kwote na N oséb w taki sposéb aby suma N czesci zaokraglonych do pelnych monet byla jak
najmniejsza (chcemy zmaksymalizowaé kwote "zaoszczedzona" przy zaokraglaniu). Przyjmujemy
tutaj naturalne kryterium zaokraglania, czyli jesli groszowa konicowka jest réwna przynajmniej %,
zaokraglamy w gore, a w przeciwnym przypadku w doét.

Bez straty ogodlnosci mozemy zalozy¢, ze przynajmniej N — 1 czesci bedzie mniejsze niz pelna
moneta. Zauwazmy, ze jesli cze$¢ groszowa bedzie réwna co najwyzej (%] — 1, to kwota bedzie
zaokraglona w d6t. Na dodatek jest to maksymalne mozliwe zmniejszenie wyniku — w ten sposob
"wygrywamy" [%W — 1 groszy. Dlatego jedna z optymalnych strategii jest przydzielanie kolejnym
osobom (maksymalnie N — 1) {%W — 1 groszy dopdki nie osiagniemy K pelnych ztotych monet. N-
tej osobie przydzielamy pozostalg kwote. Jesli K-monet to za malo, zeby kazdej z N — 1 pierwszych
0s6b przydzieli¢ [%1 — 1 groszy, kolejnej osobie przyznajemy pozostala kwote, a calej reszcie nie
dajemy nic.

Takie rozwiazanie jest optymalne. Jesli N-ta osoba otrzymala nie wiecej niz (%] — 1 groszy, to
kazda kwota zostala zaokraglona do zera, wiec wynik w oczywisty sposéb jest optymalny. Rozwazmy
teraz przeciwny przypadek. Po pierwsze, zaoszczedzong kwote zawsze da sie wyrazié jako pewna
liczbe pelnych zlotych monet. Po drugie, liczba ta nie moze przekroczyé¢ N - [%] — 1. W naszym
rozwigzaniu jedynie ostatnia kwota moze by¢ zaokraglona w gore, i to o maksymalnie L%J groszy.
Na samych pierwszych N — 1 kwotach zaoszczedzamy (N —1)-([$]—1) groszy. Wobec tego w sumie
zaoszczedzimy co najmniej (N —1)-( (%1 -1)- L%J groszy, co jest o co najwyzej G — 1 mniejsze niz
maksymalna mozliwa zaoszczedzona kwota. Poniewaz zaréwno liczba groszy zaoszczedzona przez
nas jak i maksimum mozliwe do zaoszczedzenia sg podzielne przez G groszy, sa one rowne.

Liczbe groszy zaoszczedzona przy pomocy powyzszej strategii mozna wyrazi¢ wzorem, co daje
rozwiazanie dziatajace w czasie O (1) na zapytanie.

Zadanie B

Testujac rézne programy, mozemy wydedukowaé znaczenie symboli na planszy:
e # — blokada,

e @ — malpa,



~ — punkt zbidrki,

) — banan,
e x — zakazane pole,
e o oraz 0 — teleporty,

Aby rozwigzanie bylo poprawne, zadna z malp nie moze stana¢ na zakazanym polu. Jezeli
malpa sprébuje wej$¢ w blokade, to po prostu nie wykona zadnego ruchu. Jezeli po wykonaniu
ruchu malpa jest na polu z teleportem, to przenosi sie na drugie pole z teleportem o takim samym
symbolu.

Ostatni test mogliSmy rozwigza¢ "na kartce". Takie rozwigzanie powinno by¢ lepszym wyborem,
niz pisanie programu, bo nie zabieramy cennego czasu na komputerze innym osobom z druzyny.
Jezeli natomiast chcemy napisa¢ program, to mozemy rozwigé¢ to zadanie przy pomocy BFS po
mozliwych stanach.

Zadanie C

W zadaniu mamy dane 8 sze$ciennych kostek, z ktoérych kazda ma pomalowane 3 sasiadujace ze
soba wzajemnie $cianki. Celem zadania jest okreslenie czy mozna z nich ztozy¢ wieksza szeScienna
kostke, ktora ma okreslone kolory na okreslonych $ciankach (na gornej Sciance kolor 1, na dolnej
kolor 2, a na bokach kolejno kolory 3, 4, 5 i 6). Kostki mozna dowolnie ustawi¢ i obracac.

Opiszmy kolory na kostkach jako trojki (a,b,c), gdzie przyjmujac, ze a jest kolorem gornej
Scianki, a b prawej, to ¢ bedzie kolorem przedniej §cianki. Zatem do budowy wiekszej kostki
potrzebne nam jest 8 kostek o kolorach:

(1,3,4), (1,4,5), (1,5,6), (1,6,3), (2,3,6), (2,4,3), (2,5,4), (2,6,5).

Obrot kostki polega na tym, ze przesuwamy jej kolory cyklicznie, czyli na przyktad z kostki
(1,3,4) mozemy otrzymac kostki (3,4,1) albo (4,1,3). Dodatkowo mozna zauwazy¢, ze kazda z
powyzszych 8 kostek sktada sie¢ z 3 r6znych koloréw, co oznacza, ze nie mozemy obracajac jedna
z nich otrzyma¢é innej. Zatem aby rozwiagzaé zadanie wystarczylo dla kazdej wymaganej kostki
(a,b,c) (sposréd tych podanych wyzej) sprawdzié czy w danych wejSciowych znajduje sie gdzies
kostka (a,b,c), (b, ¢, a) albo (¢, a,b).

Zadanie D

W zadaniu mamy dane N punktéw rozstawionych na osi liczbowej na pozycjach catkowitych od 0
do M. Potem my musimy wybraé¢ pozycje, na ktérej ustawimy swoj punkt. Po tym ustawieniu
kto§ wybierze pewna caltkowita pozycje na osi, ktéra bedzie wygrywajgca, czyli k oséb, ktére byty
najblizej wygra nagrody. W razie remiséw ustalamy, ze my mamy pozycje przegrywajaca. Zadanie
polega na tym, zeby wybraé¢ taka pozycje, ktora daje nam wygrang dla najwiekszej mozliwej liczby
pozycji wygrywajacych. W przypadku gdy mozemy wybraé kilka pozycji, ktéore daja nam taki
wynik, mamy wybraé¢ ta, ktéra ma najmniejszy numer.

Na poczatku wyobrazmy sobie, ze wybraliSmy pewna pozycje c. Niech najblizsza zajeta pozycja
na lewo to d, a najblizsza zajeta pozycja na prawo to e. Oznaczmy pozycje k-tej osoby na lewo
jako a, a k-tej osoby na prawo jako b.
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Zauwazmy, ze aby$my wygrali, to pozycja wygrywajaca powinna by¢ blizej nas niz a i blizej nas

niz b. Zatem obszar dla nas wygrywajacy jest w przedziale (“JQFC, %) Bedzie on miatl albo dlugosé
Lb_T“ —1] albo Lb_7a —2], co zalezy tylko od tego czy jestesmy na pozycji parzystej czy nieparzystej

wzgledem 0s6b na pozycjach a i b.

Zatem cale rozwiazanie zadania polegalo na tym, zeby rozwazy¢ kazda pare osob stojacych obok
siebie i sprawdzi¢ co sie stanie jesli staniemy miedzy nimi. W tym celu znajdujemy dla nich osoby k&
pozycji na lewo i k pozycji na prawo, a nastepnie sprawdzamy jaki da nam to wynik, jesli staniemy
na najbardziej lewej pozycji wewnatrz tego przedziatu oraz co jesli staniemy na drugiej pozycji od
lewej wewnatrz tego przedziatlu. Pozostale pozycje dadza nam te same wyniki, a beda ustawione
badziej na prawo.

Dodatkowo nalezy przyjrze¢ sie co by sie stalo gdyby$my staneli na pozycji gdzie juz kto$ stoi
oraz s jeszcze dwa przypadki brzegowe — z lewej i z prawej strony. Jeden z tych przypadkéw to
sprawdzenie co sie stanie jesli staniemy besposrednio przed badz dwie pozycje przed k-ta osoba od
lewej strony. Drugi przypadek jest analogiczny z prawej strony.

Zadanie E

W zadaniu mamy dany stary telefon komorkowy zawierajacy M przyciskow z réznymi cyframi (w
systemie M-arnym) oraz przycisk ‘backspace’. Niestety, przyciski nie maja oznaczen, wiec zanim
ich nie wci$niemy, nie wiemy ktory przycisk jest ktory. Celem zadania jest okreslenie jaka jest
oczekiwana liczba wcisnie¢ przycisku zanim uda nam sie wybraé okreslony numer telefonu.

Obserwacja 1: Niezaleznie od obranej strategii, kazda cyfra z numeru zostanie koniec koncow
wcidnieta. Mozemy wiec w ogdle nie liczy¢ przycisnieé¢ przyciskéw powodujacych wpisanie poprawne;j
cyfry, a na sam koniec dodaé¢ dtugo$é¢ numeru do uzyskanego wyniku.

Obserwacja 2: Jan Bitovsky musi wpisywaé cyfry z numeru sekwencyjnie (tzn. niezaleznie
od obranej strategii najpierw musi wpisa¢ pierwsza cyfre z numeru, nastepnie druga, itd.). Jesli
dana cyfra pojawila sie juz wczesniej w docelowym numerze, Jan zna juz odpowiadajacy za nig
przycisk i w optymalnej strategii po prostu go wcisnie. Mozemy wiec na samym poczatku usunaé



wszystkie powtorzenia cyfr (oprocz pierwszego). Dlugos$é numeru po tej operacji bedzie nie diuzsza
niz liczba réznych cyfr.

Pierwsze podejscie: Sprobujmy zdefiniowaé, jak w dowolnym momencie moze wygladaé stan
wyéwietlacza urzadzenia. Na pierwszy rzut oka wydaje sie, ze potrzebujemy pamieta¢ zbiér wcisnie-
tych przyciskéw oraz napis na wyswietlaczu. Mozemy sprobowacé, za pomoca prostego programowa-
nia dynamicznego, dla kazdego stanu policzy¢ warto$é oczekiwana liczby wymaganych wcisnie¢ do
jego uzyskania, a nastepnie wyfiltrowaé sposréd wszystkich mozliwosci te, w ktérych Jan nie mar-
nuje niepotrzebnie wcidnie¢ i zsumowac ich wyniki. Niestety, liczba wszystkich poprawnych stanéw
jest bardzo duza — potrzebujemy lepszej reprezentacji stanu.

Co zapisywaé w stanie? W rzeczywistosci obserwacje pomagaja nam znacznie uproscic¢ stan
urzadzenia. Obserwacja 1 sprawia, ze wlasciwie nie interesuje nas to, ile poprawnych cyfr z numeru
Jan juz napisal, a raczej ktore z nich juz zlokalizowal na klawiaturze (jesli Jan w pewnym momencie
bedzie musial wpisaé¢ cyfre, ktorej przycisk juz zna, to wcisniecie zostato juz policzone w diugosci
numeru, ktora na koniec dodamy do wyniku, mozemy wiec ja catkowicie zignorowac). Jezeli sa
jakie$§ cyfry, ktore nigdy nie pojawiaja sie w numerze, réwniez interesuje nas tylko liczba tych,
ktorych przyciskéw jeszcze nie wcisnat Jan.

Co z niepoprawnymi cyframi na wyswietlaczu? Jak tylko Jan odkryje, ktéry z przy-
ciskéw odpowiada za ‘backspace‘, usunie caly niepoprawny sufiks. Jezeli wiec rozwazamy stan, w
ktorym Jan wpisuje ztg cyfre, mozemy od razu do wyniku doliczyé koszt jej usuniecia. W ten sposob
nie interesuje nas ile ztych cyfr znajduje sie obecnie na wyswietlaczu (koszty ich usuniecia sa juz
doliczone), a tylko czy koncowka jest poprawna (musimy to pamietaé, gdyz Jan moze przypadkowo
natrafi¢ na ‘backspace‘ podczas posiadania poprawnego sufiksu).

Uproszczony stan: W stanie potrzebujemy wiec trzymac tylko:
e liczbe pozostalych cyfr z numeru do zlokalizowania (liczba od 0 do M),

e liczbe pozostatych cyfr spoza numeru, ktérych przyciskow jeszcze nie znamy (liczba od 0 do
M),

e czy przycisk ‘backspace‘ byt juz raz wcisniety (0 lub 1),
e czy sufiks napisu na wyswietlaczu jest poprawny (0 lub 1).

Takich réznych stanéw bedzie tylko 4 - M2,

Rozwiazanie: Obliczamy wynik uzywajac programowania dynamicznego. Zaczynajac od
stanu poczatkowego, przeszukujemy wszerz drzewo prawdopodobieristwa. Zauwazmy, ze kazdy
stan moze znajdowaé sie na dokladnie jednej gltebokosci drzewa — zawsze przechodzac miedzy
dwoma stanami Jan weciska jeden nowy przycisk, wiec zmniejszy sie o jeden liczba pozostatych
poprawnych /niepoprawnych cyfr lub zmieni sie status wcisniecia ‘backspace‘. Przeszukiwanie wsz-
erz odwiedzi wiec dany stan dopiero po odwiedzeniu wszystkich stanéw, ktére maja do niego
polaczenie w drzewie prawdopodobieristwa. Znajac dla obecnego stanu prawdopodobiefistwo znalezienia,
sie w nim oraz warto$¢ oczekiwang liczby przyci$nie¢ mozemy tatwo zaktualizowaé¢ wartosci wszys-
tkich jego nastepnikéw.



Zadanie F

W zadaniu rozwazamy N $ci$le malejacych ciggoéw dlugosci K. Wszystkie wartosci we wszystkich
ciagach sa parami rézne. Mozemy dla uproszczenia traktowaé, ze wartosci elementéow tych ciagow,
tworza permutacje liczb od 1 do NV - K.

Naszym zadaniem jest znalezé K najwiekszych wartosci w tych ciagach. Jako, ze K moze by¢
bardzo duze, wystarczy, ze podamy pozycje ostatniej wzietej wartodci w kazdym ciagu.

7 tego tez wzgledu, ze K jest bardzo duze, nie mozemy otrzymac na wejSciu wszystkich ciggow.
7 tego wzgledu mozemy zadaé¢ co najwyzej 5 000 zapytan o poréwnanie pewnych dwéch wartosci.
W zadaniu N < 32, a K < 230,

W rozwiazaniu bedziemy budowali rozwigzanie krok po kroku — w chwili, gdy jesteSmy pewni,
ze pewne elementy naleza do najwiekszych, to mozemy je usunaé i zmniejszy¢ K odpowiednio.

Kluczowa obserwacja jest to, ze jesli dla pewnego V, zachodzi K > V - N, to istnieje pewien
ciag 7z ktorego zabierzemy co najmniej V' elementéw.

Nasuwa to do$¢ proste rozwiazanie — znajdz sensownych kandydatéow na V', przyktadowo potegi
dwdjki, posortuj wszystkie ciagi po V-tej wartodci i wybierz elementy z najwiekszego ciaggu. Kon-
tynuuj, dopdki zachodzi K > V - N. Takie podejicie jest z grubsza poprawne, ale wymaga dopre-
cyzowania szczegolow.

Przede wszystkim, nie sta¢ nas na sortowanie elementéw za kazdym razem, gdy chcemy znalezé
ciag z najwieksza wartoscia na V-tej pozycji. Zauwazmy, ze w chwili gdy zmienia sie tylko jeden
ciag (ten ktory byt maksymalny) wzgledem reszty, to mozemy zuzy¢ tylko O(logn) zapytar, aby
utrzymaé posortowany cigg. Niestety, nadal zuzywamy woéwczas 2 - N log N log K zapytan, co nie
miesci sie w limicie.

Zostaly nam dwie obserwacje do poczynienia. Pierwsza z nich, to fakt, ze nie potrzebujemy
trzymac posortowany ciag — wystarczy nam zna¢ maksimum. W takim razie mozemy uzy¢ drzewa
przedzialowego, ktére potrafimy zbudowaé uzywajac doktadnie N — 1 zapytan. Redukuje to nam
liczbe zapytan do (N —1) log K+ N log N log K, co jest na granicy liczby zapytarn. Druga obserwacja,
to fakt, ze mozemy ignorowa¢ potegi dwojki, jesli K < V - N. Oszczedzi nam to N zapytarn na
konstrukcje w takim przypadku, poniewaz nie musimy budowaé naszej konstrukeji dla duzych poteg
dwojki.

Ostatecznie, jesli doktadnie policzymy liczbe zuzywanych zapytan, to wyjdzie nam ich co na-
jwyzej (N — 1)(log K —log N) + Nlog N(log K — log N + 1) = 4935 dla najgorszego przypadku.

Zadanie G

Dany graf dwudzielny na wierzchotkach LU R, gdzie |L| = |R|. Dla dowolnego zbioru S C L, niech
N(S) oznacza zbior wszystkich sasiadow wierzchotkow z S.

Mowimy, ze zbior S C L w grafie G jest ciasny wtw, gdy |S| = |[N(5)|. O grafie G powiemy, ze
jest dopuszezalny wtw, gdy Vecr|S| < |[N(S)].

Jesli graf podany na wejsciu nie jest dopuszczalny, zadaniem jest znalezienie takiego zbioru S C
L, ze |S| > |[N(S)|. Jezeli jednak graf jest dopuszczalny, zadaniem jest znalezienie dopuszczalnego
grafu dwudzielnego G’ o takim samym zbiorze wierzchotkow L U R, w ktorym Vgcy, S jest ciasny
w G wtw, gdy S jest ciasny w G’. Jezeli istnieje wiele takich graféw, wybierz jeden z tych, ktore
maja najmniejsza mozliwa liczbe krawedzi.

Do zrozumienia rozwigzania potrzebne sg pojecia skojarzenia w grafie dwudzielnym, twierdzenia
Halla oraz $ciezki alternujacej i powiekszajacej.



Sprawdzanie dopuszczalnosSci Jak wynika z twierdzenia Halla, aby zweryfikowaé czy graf
wejsciowy jest dopuszczalny wystarczy sprawdzi¢ czy ma on pelne skojarzenie. Mozna uzy¢ do tego
algorytmu do znajdowania maksymalnego skojarzenia.

Przypadek gdy graf nie jest dopuszczalny Wezmy dowolny wierzchotek v, ktéry nie
zostal skojarzony podczas poprzedniej fazy. Znajdzmy teraz wszystkie wierzchotki, ktore sa z
niego osiggalne za pomoca Sciezek alternujacych. Niech L’ oznacza wierzcholki osiggalne z lewej
strony, a R’ wierzchotki osiggalne z prawej strony. Zauwazmy, ze zadna z tych Sciezek alternujacych
nie jest powiekszajaca, bo w innym przypadku mogliby$my powiekszy¢ nasze skojarzenie. Zatem
|L'| > |R'|, gdyz kazdemu wierzchotkowi z prawej strony odpowiada jeden skojarzony wierzchotek
z lewej strony, a dodatkowo wierzchotek v nie ma skojarzenia. Dodatkowo mozemy zauwazy¢, ze
R’ to zbior wierzchotkow sgsiadujacych z L', wiee L' jest poszukiwanym zbiorem.

Przypadek, gdy graf jest dopuszczalny Wezmy znalezione pelne skojarzenie. Stwérzmy
graf skierowany G na wierzchotkach z L, w ktorym istnieje krawedz z u do v wtw gdy istnieje $ciezka
alternujaca z u do v w wejSciowym grafie dwudzielnym, ktéra zaczyna sie krawedzia nieskojarzona.

RYSUNEK

Zauwazmy teraz, ze zbiér clasny w wejsciowym grafie to taki zbior S w G, ze wszystkie zbiory
osiagalne z wierzchotkow w S sa réowniez w S. Réwnowaznie mozna powiedzie¢, ze nie istnieje zadna
krawedz z wierzchotka z S do wierzchotka, ktory znajduje sie poza zbiorem S.

Latwo teraz zauwazy¢, ze dla kazdego wierzchotka v z L najmniejszy ciasny zbiér, ktory go
zawiera, to zbiér wierzchotkéw osiggalnych z v w grafie G. Do tego, kazdy inny zbiér jest suma
ciasnych zbioréw dla pewnych wierzchotkow. Zatem rozwigzaniem bedie pewien graf G/, w ktorym
kazdy zbidr osiagalny z kazdego wierzchotka jest taki sam jak w grafie G.

Wygenerujmy graf skierowany G’, ktory dla kazdego wiezchotka v ma takie same zbiory wierz-
chotkéw osiggalnych jak pierwotny graf, ale ma najmniejsza mozliwg liczbe krawedzi. Na poczatku
rozpatrzmy wszystkie silnie spojne sktadowe naszego grafu. W kazdej k-elementowej spojuej (dla
k > 1) musimy mie¢ co najmniej k krawedzi wewnatrz niej, aby kazdy wierzchotek byt osiagalny z
kazdego innego. Dodajmy je do wyniku.

Scalmy teraz wszytkie wierzchotki z kazdej spdjnej sktadowej w jeden wierzchotek. Teraz
bedziemy operowaé¢ na acyklicznym grafie, w ktérym wierzchotkami sg spdjne sktadowe. Dodajac
krawedzie w tym grafie spojnych sktadowych wystarczy, ze bedziemy dodawaé krawedz z dowolnego
wierzcholka pierwszej spéjnej do dowolnego wierzchotka drugiej spdjne;j.

Rozwazmy teraz otrzymany graf acykliczny. Przeanalizujmy wierzchotki w takiej kolejnosci, ze
kazdy kolejny ma krawedzie tylko do wierzchotkéw, ktére byty juz analizowane. Wezmy kolejny
wierzchotek v. Niech A bedzie zbiorem osiggalnym z v w grafie G. Sposrod wierzchotkow 7z A niech
B C A bedzie zbiorem tych wierzcholtkéw, ktére nie maja zadnych krawedzi wchodzacych wewnatrz
A. Zauwazmy, ze aby wszystkie wierzcholtki z A byly osiagalne z v, to warunkiem koniecznym
i wystarczajacym jest dodanie krawedzi z v do wszystkich wierzchotkéw z B. Zatem dodajemy
je wszystkie do zbioru wynikowego. Wykonujac te operacje dla calego grafu G otrzymujemy graf
G’ o minimalnej liczbie krawedzi, ktory dla kazdego wierzchotka ma taki sam zbioér elementow
osiggalnych co graf G.

Implementacja Pierwsze dwie czeSci rozwiazania mozna zaimplementowaé za pomoca algo-
rytmu szukania maksymalnego matchingu. Ostatnia cze$¢ wymaga wygenerowania grafu skierowanego
(tak jak opisano powyzej). Reszte zadania mozna wykonaé¢ znajdujac dla kazdego wierzchotka jego



zbiory osiagalne, po czym analizujac te wierzchotki w kolejnoéci od tych, ktére maja najmniejsze
zbiory, do tych ktore maja najwieksze. Spojne sktadowe mozemy znalezé poréwnujac ktore wierz-
chotki maja takie same zbiory wierzchotkéw osiggalnych. Cale to rozwiazanie mozna zaimplemen-
towaé w czasie O(N3/64).

Generowanie grafu dwudzielnego z otrzymanego powyzej grafu skierowanego mozna zrobi¢ na
przyktad tak, ze dla kazdego wierzchotka | € L dodajemu krawedz skojarzeniowa (I, + N), a dla
kazdej krawedzi skierowanej (a,b) dodajemy krawedz (b,a + N) w grafire dwudzielnym.

Zadanie H

W zadaniu mamy dane dwie diugie (do 1000000 cyfr) liczby, skladajace sie z cyfr 2, 3, 51 7.
Celem zadania jest okreslenie czy da sie sprawi¢ aby pierwsza liczba byta $cisle wieksza od drugiej,
uzywajac do tego co najwyzej jednej operacji zamiany dwoch dowolnych cyfr miejscami.

Przypadek gdy obie liczby sa réznej dtugosci jest prosty do rozpatrzenia, wtedy zawsze wieksza
bedzie ta liczba, ktora jest dluzsza (warunek ten zachodzi dlatego, ze liczby nie zawieraja cyfry 0).
Zajmijmy sie zatem sytuacja, gdy liczby maja te sama dlugosé.

W przypadku, gdy obie liczby uzywaja w swoim zapisie tylko jednej i tej samej cyfry, zadna
zamiana nie jest w stanie sprawi¢, zeby pierwsza liczba byta wieksza od drugiej. Okazuje sie, ze w
przeciwnym przypadku zawsze istnieje taka zamiana.

Sytuacja, gdy liczby réznia sie na jakiej§ pozycji tez jest prosta do rozpatrzenia — wystarczy
wtedy rozpatrzy¢ pierwsza taka pozycje i ewentualnie zamienié¢ dane cyfry miejscami.

Ostatecznie, jesli juz obie liczby sa identyczne, mozemy uzy¢ kilku sposobéw na wybranie cyfr
do zamiany. Jednym z nich jest znalezienie najwiekszej cyfry w drugiej liczbie i zamienienie jej z
najmniejsza cyfra w pierwszej liczbie.

Zadanie 1

W zadaniu mamy dany ciag dodatnich liczb catkowitych o wartosciach do M AX = 1000 000.
Naszym zadaniem jest policzy¢ ile jest w nim spdjnych podciagéw, ktére zawieraja trzy kolejne
elementy ciggu geometrycznego, czyli elementy postaci a, a -k i a - k?, dla pewnych calkowitych
wartosci a i k. Elementy te moga by¢ w dowolnej kolejnosci.

Przejrzyjmy calg tablice i dla kazdego elementu = zastan6wmy sie co by byto, gdyby to wlasnie
on byl elementem postaci a - k2. W tej sytuacji k musitoby byé jego kwardatowym dzielnikiem,
czyli takim dzielnikiem d, 7e liczba d? rowniez jest dzielnikiem x. Zatem dla danego elementu x
na pozycji ¢ rozpatrzmy wszystkie jego kwadratowe dzielniki d i poszukajmy takich przedziatéw, w
ktorych z jest elementem najwigkszym, a pozostale dwa elementy to % i 7.

Niech [; bedzie najblizsza pozycja elementu % na lewo od 4, a [ niech bedzie najblizsza pozycja
elementu - na lewo od i. Podobnie na prawo, niech p; bedzie najblizsza pozycja elementu 7, a po
niech bedzie najblizsza pozycja elementu 5.

Rozwazmy przedziaty [min(ly,12),4], [l1,p2], [l2,p1] oraz [i, max(p1, p2)]. Zauwazmy, ze kazdy z
nich zawiera elementy z, % oraz 7z, a dodatkowo element z jest na pozycji i. Do tego tatwo za-
uwazy¢, ze kazdy inny przedzial zawierajacy te trzy elementy i element x na pozycji ¢ musi zawieraé¢
w calosci jeden z tych przedzialow. Zatem dodajmy te cztery przedzialy do zbioru wynikowego.

Ostatecznie, musimy policzy¢ ile jest sumarycznie wszystkich przedzialow, ktére zawieraja jeden
z nich z naszych przedzialéw wynikowych w calosci. Mozna to zrobi¢ na przyktad sprawdzajac dla



kazdej pozycji I jaki jest najwcze$niejszy koniec przedzialu, ktéry zaczyna sie w [. Nastepnie
przechodzac po wszystkich mozliwych pozycjach od prawej strony mozna sprawdzaé, gdzie byltby
najblizszy dobry koniec przedzialu, ktory zaczyna sie na tej pozycji. Znajac te wartos¢ doliczamy
do wyniku taka wartos¢, ile jest mozliwych pozycji korica przedzialu na prawo od niego.

Z implementacyjnego punktu widzenia, podczas szukania kwadratowych dzielnikéw liczby mozemy
pozwolié¢ sobie na robienie tego zwykla petla. Dla kazdej pozycji zajmie to O(vVMAX) czasu, ale
sa to dos¢ szybkie operacje. W drugiej fazie, dla kazdej pozycji analizujemy wszystkie kwadra-
towe dzielniki liczby, ktérych moze by¢ maksymalnie 32. Elementéw najblizej na lewo i prawo
mozemy szuka¢ tablicujac sobie wczesniej dla kazdej liczby liste jej pozycji. Wtedy rozwiazujac
kolejne pozycje od lewej do prawej mozemy aktualizowaé sobie pozycje na wszystkich listach, co
daje sumaryczny czas liniowy. Ostatnia faza programu jest liniowa.

Zadanie J

Rozwiazanie wzorcowe by Mateusz Orda

Wysokopoziomowa idea, probujemy znalezé¢ pary sum prefiksowych takich, ze zeruja pierwsza
polowe bitéw. Nastepnie szukamy par par, takich ze zeruja réwniez gérng czesé bitow.

Mamy 2**! + 1 xoréw prefiksowych (wlacznie z pustym prefixem). Wiec jezeli patrzymy tylko
na pierwsza potowe bitéw (k bitow), to jest przynajmniej 2% + 1 kolizji. Niech kazdy xor prefiksowy
wskazuje na poprzedni xor prefikxowy o takiej samej wartosci (albo nigdzie, jezeli takiego nie
ma). Zauwazmy, ze w ten sposéb mamy duzo par o parami réznych koncach i parami réznych
konicach. Poniewaz jest ich az tyle, to wéréd nich sa takie dwie pary (z zasady szufladkowej),
ze maja takiego samego xora na gornych bitach. Otrzymujemy wiec czworke za pomoca ktorej
wyluskujemy rozwigzanie.

Rozwiazanie alternatywne

7 paradoksu urodzen mozna powiedzieé¢, ze jezeli bedziemy wybierali przedzialy losowo, to
po vmax,al losowaniach jaka§ warto$¢ xora przedzialow sie powtorzy. Jezeli przedzialy nie maja
wspolnego poczatku ani konca, to mozemy wtedy od razu wypisaé rozwigzanie, a jezeli maja wspolny
koniec, to dostajemy przedzial o xorze réwnym 0. Wtedy usuwamy te przedzialy z puli losowania
i szukamy kolejnej kolizji.

Tym razem nawet jezeli przedzialy maja wspélny koniec to dostajemy inny przedziat o xorze
rownym 0, wiec mamy juz dwa, ktére na pewno nie maja wspoélnego koiica.

Okazuje sie, ze rozwiazanie, ktore losuje caly czas szukajac przedzialow bez wspoélnych koricow (i
nadpisujace kandydatéw, zeby nie utknac¢ w miejscu) rowniez jest poprawne, ale dowod zostawiamy
czytelnikowi jako ¢wiczenie.

Zadanie K

W zadaniu mamy dany graf skierowany o N wierzcholkach i liczbe K nie mniejsza niz N3. Nalezy
obliczy¢ liczbe takich par niekoniecznie réznych wierzchotkéw a, b, ze istnieja éciezki z a do biz b
do a kazda o dtugosci doktadnie K.

Oczywiscie a i b musza znajdowaé sie w jednej dwuspojnej sktadowej, wiec mozemy rozwazy¢
kazda z nich osobno. Od teraz zakladamy, ze graf jest dwuspojny.

Rozpatrzmy kolorowanie wierzchotkéw grafu dwudzielnego na ¢ koloréw w taki sposéb, ze kazda
krawedZ biegnie od wierzchotka w kolorze i do wierzchotka w kolorze i%c. Zauwazmy, ze takie



kolorowanie istnieje wtedy i tylko wtedy, jesli ¢ jest dzielnikiem wzystkich dtugosci cykli w grafie.
Rozpatrzmy dowolne takie kolorowanie. Poniewaz przejscie kazdej krawedzi zmienia numer koloru
wierzchotka o jeden (modulo c¢), to wszystkie $ciezki od a do b maja taks sama dlugo$é modulo
¢ jednoznacznie wyznaczong przez roznice kolorow wierzchotkéw a i b. Stad wiadomo, ze zeby
istniata $ciezka o dlugosci K z a do b, to K%c musi by¢ réwne roznicy koloréw a i b modulo
c. Okazuje sie, ze jesli ¢ jest najwiekszym wspolnym dzielnikiem, to ten konieczny warunek jest
réwniez wystarczajacy.

Lemat 1. Przedtuzanie Sciezek Niech c¢ bedzie najwiekszym wspélnym dzielnikiem diugosci cykli w
grafie o N wierzchotkach. Wtedy, jesli ¢, = (¢ + d)%c, gdzie ¢, i cp oznaczajg numery koloréw
wierzchotkéw a i b, to istnieje $ciezka z a do b o dlugosci d + p - ¢ dla dowolnego p € N o ile
d+p-c> N3,

Proof. Niechlq,ls,...,1l, beda wszystkimi dtugosciami cykli prostych w grafie. Wtedy ged(lv,1,...,1;) =
c. Z rozszerzonego algorytmu euklidesa mozemy uzyskac takie catkowite wspotczynniki a}, ab, . . . a

q’
ze:
q
!
E a;-li=c
i=1

Wobec tego, dla dowolnego x € N, istniejg takie wspotezynniki a;, ze:

Ponadto, mozemy zatozy¢, ze wszystkie a; sa wieksze niz —N. Dopdki istnieje jakie§ a; < —N
mozemy wykonywa¢ nastepujaca procedure zwiekszajaca a;:

e Wybierzmy j takie, ze a; > 0 — takie musi istnie¢, bo ¢ > 0.
o Zwigkszmy a; o l; — suma zwieksza si¢ o [; - [;.
e Zmniejszmy a; o l; — suma zwieksza si¢ o I; - [;.

Zauwazmy, ze nadal a; > —N, bo na poczatku bylo dodatnie, a I; < N.
Skonstruujmy nastepujaca Sciezke z a do b:

e by razy dookota dowolnego cyklu prostego (jego dtugosé oznaczmy jako lp), na ktorym lezy a.
e Po kolei dla kazdego 1 <i < N:

— od a do cyklu o dlugosci I; $ciezka o dtugosci e; < N(taka Sciezka istnieje, bo graf jest
dwuspojny),

— okrazamy ten cykl b; razy,

— spowrotem do a $ciezka o dhugosci f; < N.

e Od a do b dowolna Sciezka o dtugosci d’ < N (taka musi istnie¢, bo graf jest dwuspojny).



Oczywiscie d'%c = d.
Dtugosé takiej $ciezki jest nastepujaca:

q
d'+bo-loy bi-li+e+fi
i=1

Wyznaczmy takie wspétczynniki, aby dtugosé tej Sciezki byta réwna d + p - ¢: Zauwazmy, ze
e; + fi jest dtugoscia cyklu, wiec jest podzielne przez c, stad niech:

q q
ei—i—i N—lll d/—d
pimpo 3t VD
=1

; Cc cC
=1

Przy prostym oszacowaniu powyzsze rownanie daje nam nieujemne p’ dla N > 4. Dla mniejszych
N dowod catego lematu jest trywialny i tutaj go pomijamy.
Nastepnie, ustalmy:
/
p
by := | —
’ LOJ

r = p' %l

Nastepnie znajdujemy wspotczynniki a; dla sumy dla z = r - ci ustalamy b; = (N — 1) + a;, co
zawsze jest nieujemne, poniewaz a; > —N.
Tak zdefiniowana $ciezka ma dtugosé d + p - ¢, co bylo do wykazania. O

Wobec powyzszego, aby znalez¢ rozwigzanie nalezy znalez¢ najwiekszy wspolny dzielnik dtugosci
cykli w grafie. Robimy to szukajac kolorowain wierzchotkéw takich, jak wymieniliSmy powyzej —
wystarczy znalezé¢ najwieksze ¢, dla ktérego kolorowanie istnieje. Mozna to robié np. iterujac sie po
wszystkich dzielnikach pierwszych dlugosci dowolnego cyklu. Gdy juz znalezli§my c to rozpatrzmy
uzyskane kolorowanie w dwoch przypadkach: Jesli K%c = 0, szukamy par wierzchotkéw o tym
samym kolorze. Jesli K%c = §, nalezy zliczy¢ pary wierzchotkéw o numerach koloréw réznigcych
si¢ o 5. W pozostatych przypadkach zadna para wierzchotkéw nie jest odpowiednia.

W ten sposob uzyskujemy algorytm o ztozonosci O (N log N).

Zadanie L

W zadaniu mamy dane okrag o promieniu R oraz trojkat réwnoramienny o podstawie dtugosci A i
ramionach dtugosci B. Celem zadania jest okreslenie czy dany tréjkat zmiesci sie w danym okregu.

Najbardziej naturalnym rozwigzaniem jest znalezienie promienia okregu opisanego na danym
trojkacie oraz poréwnanie go z promieniem podanym na wejsciu. Mozna to zrobi¢ na kilka sposobéw
(za pomocy geometrii analitycznej, z gotowego wzoru na promien okregu opisanego itp.), ale na-
jbardziej nasuwa sie wyliczenie tego za pomoca twierdzenia Pitagorasa.
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Z powyzszego rysunku mozemy wyliczy¢ kolejno, ze h = /B2 — A?/4, x = h — r, a potem
A?/4+4h?
St T

dla mniejszego trojkata mamy r2 = A2 /4 + 22| z czego ostatecznie wyznaczamy r = T

warto$¢ nalezy ostatecznie poréwnacé z promieniem R podanym na wejsciu.
Po uproszczeniu wygenerowany wzor moze przyja¢ na przyktad taka postaé:

B* < R*(4B?* — A?)

Zadanie M

W zadaniu mamy znale7¢ K-te najmniejsze leksykograficznie rownanie postaci a + b = ¢, gdzie a,
b i ¢ maja ustalone (by¢ moze rozne) liczby cyfr.

Skoro wyrazenie ma by¢ najmniejsze leksyokgraficznie, to chcemy przede wszystkim zminimal-
izowaé liczbe a. Maksymalna liczba cyfr w liczbie jest rowna 6, wiec mozemy sie przeiterowaé po
jej wszystkich mozliwych warto$ciach. Dla ustalonego a, nieréwnosci ktére musimy speknié¢, zeby b
mialo B cyfr, a ¢ mialo C cyfr, to:

b>108-1
c=a+b>10°""
b< 105
c=a+b<10°

po przerzuceniu niektorych sktadnikéw na prawo otrzymujemy:

b> 1081
b>10"1—qa
b< 105
b<10¢ —a
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To znaczy, ze mozliwe wartosci b znajduja sie w przedziale
(max(10%71,1097! — @), min(10%,10% — a) — 1)

Zeby znalez¢ K-te leksykograficzne rownanie, wystarczy iterowaé sie po kolejnych a i zliczac
mozliwe réwnania.

Zadanie N

Zauwazymy, ze liczba robotéw na lewo od wybranego robota jest rowna pozycji tego robota w
szeregu (liczac od 0). Zadanie sprowadza sie wiec do sprawdzenia, czy liczby podane na wejsciu
tworza kilka ciaggéw arytmetycznych z réznicag réwng 1 i pierwszym elementem réwnym 0. Niech L;
to liczba wystapien liczb 3.

Jezeli dla jakiego$ j zachodzi L; < Ljyq (czyli liczb j jest mniej niz j + 1), to nie mozemy
utworzy¢ poprawnych ciggéw. W przeciwnym przypadku, dla kazdego j zachodzi L; > L, i
mozemy utworzy¢ poprawne ciagi.

Zrobimy to zachlannie, tworzac najdtuzsze ciagi jak to tylko mozliwe. Po utworzeniu ciggu
wszystkie wartodci L; zmaleja o jeden, wiec warunek L; > L;; dalej zachodzi. Czeé¢ z ostatnich
wartosci L; moze by¢ teraz réwna zera, a wtedy kolejny utworzony cigg bedzie krotszy. Procedure
powtarzamy, az wszystkie wartosci L; bedg réwne zero.

Podsumowujac, w zdaniu musimy obliczyé¢ wartosci L; — liczbe wystapien liczby ¢ na wejsciu, a
nastepnie sprawdzié, czy ciag L; jest nierosnacy.

Zadanie O

Analizujac pobieznie zadanie mozna przeksztalcié je do nastepujacej tresci. Mamy dang liczbe 1
oraz operacje:

e pomnoéz liczbe razy a kosztem a + 1.

Zadanie polega na znalezieniu minimalnego kosztu zamiany liczby 1 w liczbe N. Zadanie nalezy
rozwiazaé dla wielu réznych wartosci IV, a kazda z nich moze mieé¢ wartosé do M = 1000 000.
Uzyjemy programowania dynamicznego po dzielnikach. Na poczatku za pomoca zmodyfikowanej
wersji sita Eratostenesa znajdzmy dla kazdej liczby od 1 do M wszystkie jej dzielniki. Zajmie to
sumaryczny czas O(M log M).
Teraz dla kazdej liczby x z przedzialu od 1 do M mozemy policzy¢ jej wynik za pomoca wyz-
naczonych dzielnikéw. Dokladniej, wynik to:

DPlz]=  min (DPlz/d]+d+1).

d takie, ze d|x

To rozwiagzanie moze minimalnie nie miedci¢ sie w czasie ze wzgledu na duze uzycie pamieci
podczas trzymania dzielnikéw. W tym celu warto zauwazy¢, ze nie musimy ich nigdzie pamietaé, a
wystarczy liczy¢ wartosci tablicy DP podczas wykonywania sita Eratostenesa.
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