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Problem A - Liga Mistrzéw

Zadanie

Dane s3 wyniki dwéch meczéw pomiedzy dwoma druzynami, gdzie pierwszy
mecz byt rozgrywany na stadionie pierwszej druzyny, a drugi na stadionie
drugiej druzyny.

Okresl ktéra druzyna wygrata ten dwumecz, zaktadajac ze w przypadku
remisu wygrywa druzyna, ktéra ma wiecej strzelonych bramek na wyjezdzie.
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Problem A - Liga Mistrzéw

Zadanie

Dane s3 wyniki dwéch meczéw pomiedzy dwoma druzynami, gdzie pierwszy
mecz byt rozgrywany na stadionie pierwszej druzyny, a drugi na stadionie
drugiej druzyny.

Okresl ktéra druzyna wygrata ten dwumecz, zaktadajac ze w przypadku
remisu wygrywa druzyna, ktéra ma wiecej strzelonych bramek na wyjezdzie.

@ Sprawdz czy jedna z druzyn strzelita wiecej goli.

o W przypadku remisu sprawdz ktéra strzelita wiecej na wyjezdzie.
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Problem B - Linia obrony
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Problem B - Linia obrony

Zadanie

Mamy dane N punktéw z przedziatu [0, D].

Kazdy z tych punktéw ma okreslony promien zasiegu r; (w lewo i prawo)
oraz koszt ¢;, ktéry mozemy zaptaci¢ aby zwiekszy¢ ten promien o 1 (mozna
te akcje wykonaé kilkukrotnie).

Naszym celem jest zwiekszenie promieni w taki sposéb, zeby zadne zasiegi
dwdéch punktéw nie przecinaty sie i zeby pokryty one co najmniegj caty
przedziat [0, D] (moga pokrywa¢ szerszy obszar), a jesli jest kilka rozwiazan,
to aby koszt byt najmniejszy.

v
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Problem B - Linia obrony

Obserwacja

Jezeli ustalimy juz promien jednego z punktéw, to okazuje sie, ze promien
kazdego kolejnego musi mie¢ konkretng, zalezna od niego wartos¢.

Ztozono$¢ rozwiazania, ktére sprawdza wszystkie mozliwe wartosci dla
pierwszego promienia to O(N - D)...
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Problem B - Linia obrony

Obserwacja

Jezeli ustalimy juz promien jednego z punktéw, to okazuje sie, ze promien
kazdego kolejnego musi mie¢ konkretng, zalezna od niego wartos¢.

Ztozono$¢ rozwiazania, ktére sprawdza wszystkie mozliwe wartosci dla
pierwszego promienia to O(N - D)...

... a nawet O(D)!

Istnieje réwniez rozwigzanie o ztozonosci O(N).
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Problem C - Uczciwa cena
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Problem C - Uczciwa cena

Zadanie

W zadaniu otrzymujemy liczbe poczatkowa S, koricowa T, gbrny limit M,
oraz ciagg znakéw dtugosci N, sktadajacy sie z W, P i ?.

Rozpoczynamy z liczbg S i patrzymy na kolejne znaki w ciggu. W
przypadku W, podwajamy aktualng wartos$¢, a w przypadku P dzielimy jg bez
reszty przez 2. Jesli natrafimy na ? to musimy wybraé jedna z tych operacji.

Na koniec takiego procesu chcemy otrzymac liczbe T, a takze nigdy nie
przekroczy¢ M.
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Problem C - Uczciwa cena

Warto od razu pomysle¢ o bitowej reprezentacji naszej liczby — wtedy
operacje s3 rébwnowazne usunieciu ostatniego bitu i dopisaniu na koncu 0.

Zeby nasze zadanie byto w ogéle mozliwe do wykonania, S i T musza mie¢
jakis wspdlny prefiks. Co wiecej, za tym wspdlnym prefiksem w T moga

znalez¢ sie juz tylko bity 0.

Mozemy wiec policzy¢, ile bitbw musimy co najmniej i co najwyzej usunaé
z S, zeby méc osiggnaé wartoéé T.
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Problem C - Uczciwa cena

Teraz, gdybysmy chcieli zasymulowaé ciagg operacji, wystarczy nam
pamietaé:

@ jaka dtuga jest nasza liczba,

@ ile bitdw na koncu zostato przez nas wyzerowanych.

Zatem, jesli pominiemy na razie ograniczenie gérne M na nasza wartos¢,
mozemy napisaé¢ program dynamiczny, ktérego stany to:

DP[i] [b] [z] — czy po przeanalizowaniu pierwszych i znakdéw jesteSmy w
stanie otrzymac liczbe o dtugosci b, ktéra ma wyzerowane z ostatnich bitéw.

Zauwazmy, ze zamiast dtugosci z mozemy trzymacé tylko informacje czy
wyzerowalismy juz wystarczajaco bitéw, co redukuje ztozono$¢ programu z

O(nlog?(n)) do O(nlog(n)).
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Problem C - Uczciwa cena

Ograniczenie gérne w zadaniu wyznacza nam liczbe bitéw liczby, ktérej nie
mozemy przekroczyé.

Jednakze sprawa nie jest az taka prosta. Zauwazmy, ze jesli wyzerujemy w
naszej liczbie pewna liczbe koncowych bitéw, moze sie okazaé, ze bedziemy
mogli ja wydtuzy¢ o jeden bit wiece;.

Dlatego w tej sytuacji potrzebowalibyémy dodatkowo informacji czy
wyzerowalismy juz wystarczajaco zer, abysmy mogli osiagnac dtugosc

wigksza o 1.

Na szczescie ten 2-bitowy stan nie pogarsza ztozonosci naszego programu.
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Problem C - Uczciwa cena

Okazuje sie, ze w zadaniu istnieje réwniez poprawne rozwigzanie zachtanne.
Polega ono na zachtannym przesuwaniu sie tak nisko, jak to tylko mozliwe
(oczywiscie nie zerujac przy tym zbyt duzej liczby bitéw).

Wtedy, w sytuacji gdy okazuje sie, ze nasz ciag zszedtby za nisko, musimy
zamieni¢ ostatnig ustawiong przez nas pozycje z P na W.

Aby sprawdzi¢ czy przy takiej zamianie nie przekraczamy gérnego limitu,
mozemy uzy¢ drzewa przedziatowego. Ale istnieje tez prostszy sposéb —
mozemy nie przejmowac sie limitem gérnym w trakcie, gdyz nie jestesSmy w
stanie nic poradzi¢ na jego przekroczenie. Zamiast tego mozemy po prostu
sprawdzi¢ na koncu czy nasza sekwencja jest poprawna.
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Problem D - Numery na koszulkach
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Problem D - Numery na koszulkach

Mamy dane drzewo. Mamy ponumerowac jego wierzchotki w taki sposéb by
zadne dwa pofaczone krawedzig nie réznity sie o 1 (modulo n).
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Problem D - Numery na koszulkach

Obserwacja 1

Zauwazmy, ze zadanie mozna zinterpretowa¢ jako dodanie do grafu cyklu
prostego dtugosci n, takiego ze nie korzysta on z zadnej krawedzi w
oryginalnym grafie (krawedzie tego cyklu odpowiadaja parom wierzchotkéw,
ktére nie moga by¢ sasiadami).
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Obserwacja 1

Zauwazmy, ze zadanie mozna zinterpretowa¢ jako dodanie do grafu cyklu
prostego dtugosci n, takiego ze nie korzysta on z zadnej krawedzi w
oryginalnym grafie (krawedzie tego cyklu odpowiadaja parom wierzchotkéw,
ktére nie moga by¢ sasiadami).

Obserwacja 2

Zauwazmy, ze drzewo jest grafem dwudzielnym. Mozemy pokolorowaé
wierzchotki dwoma kolorami tak, aby zadne dwa o tym samym kolorze ze
soba nie sasiadowaty. Oznacza to, ze wierzchotki o tym samym kolorze
moga bez problemu byé swoimi sasiadami w cyklu, ktéry chcemy dodac
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Problem D - Numery na koszulkach

Do roztozenia cyklu wystarcza nam zatem dwie krawedzi e i f taczace
wierzchotki o réznych kolorach, takie ze e i f nie wystepuja w drzewie.
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Problem D - Numery na koszulkach

Do roztozenia cyklu wystarcza nam zatem dwie krawedzi e i f taczace
wierzchotki o réznych kolorach, takie ze e i f nie wystepuja w drzewie.
Mozemy wtedy odwiedzi¢ wszystkie wierzchotki jednego koloru, a nastepnie
przedostac sie na druga strone krawedzig e, odwiedzi¢ catg druga strone i
domkna¢ cykl krawedzia f.

Wasllewm Krzynowek Zewtakow Lewandowski Smolarek
@

&\\ //X/

Dudka Jop Bak WGuerrelro
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Problem D - Numery na koszulkach

Koniecznosé

tatwo zauwazy¢, ze warunek takich dwdch krawedzi jest nie tylko
wystarczalny ale tez konieczny, poniewaz rozciecie cyklu wymaga
przynajmniej dwoch cieé.
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Problem D - Numery na koszulkach

Koniecznosé

tatwo zauwazy¢, ze warunek takich dwéch krawedzi jest nie tylko
wystarczalny ale tez konieczny, poniewaz rozciecie cyklu wymaga
przynajmniej dwoch cieé.

Potencjalne problemy

Jezeli krawedzie e i f miatyby koniec wspdlny, to wchodzac do niego nie
moglibysmy odwiedzi¢ wszystkich wierzchotkdéw o tym samym kolorze.
Pozostaje przypadek, ze bytby jedynym wierzchotkiem o jakims$ kolorze, ale
wtedy rozwigzanie nie istnieje.

.
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Problem D - Numery na koszulkach

Jak znalez¢ dwie krawedzie o réznych koncach, ktére nie wystepuja w
grafie? Znalezienie jednej jest mozliwe w czasie O(m - log(m)) (iterujac sie
po wszystkich parach wierzchotkéw i wypisujac pierwsza z nich, ktérej nie
ma w grafie).
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Problem D - Numery na koszulkach

Jak znalez¢ dwie krawedzie o réznych koncach, ktére nie wystepuja w
grafie? Znalezienie jednej jest mozliwe w czasie O(m - log(m)) (iterujac sie
po wszystkich parach wierzchotkéw i wypisujac pierwsza z nich, ktérej nie
ma w grafie).

Kazdy kolor ma przynajmniej 3 wierzchotki

Znajdzmy krawedz e i usunmy jej konce z dalszych rozwazan. Zauwazmy, ze
wsréd pozostatych wierzchotkéw kazdy kolor ma przynajmniej dwa
wierzchotki, czyli dobra krawedz f istnieje (szukamy jej tak samo wséréd
pozostatych).
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Problem D - Numery na koszulkach

Jak znalez¢ dwie krawedzie o réznych koncach, ktére nie wystepuja w
grafie? Znalezienie jednej jest mozliwe w czasie O(m - log(m)) (iterujac sie
po wszystkich parach wierzchotkéw i wypisujac pierwsza z nich, ktérej nie
ma w grafie).

Kazdy kolor ma przynajmniej 3 wierzchotki

Znajdzmy krawedz e i usunmy jej konce z dalszych rozwazan. Zauwazmy, ze
wsréd pozostatych wierzchotkéw kazdy kolor ma przynajmniej dwa
wierzchotki, czyli dobra krawedz f istnieje (szukamy jej tak samo wséréd
pozostatych).

Jeden kolor ma doktadnie 2 wierzchotki

Witedy wiemy, ze jeden z nich jest koncem e a drugi konncem f, wiec dla
kazdego kandydata na e tatwo sprawdzi¢, czy istnieje jakis poprawny
kandydat na f.

v
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D - Numery na koszulkach - Rozwigzania alternatywne

Rozwigzanie zrandomizowane

Istnieje przynajmniej jedna zrandomizowana wersja powyzszego rozwigzania,
ale nie wydaje sie ona prostsza i posiada pare miejsc, gdzie fatwo o btedy w
analizie prawdopodobienstwa.
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D - Numery na koszulkach - Rozwigzania alternatywne

Rozwigzanie zrandomizowane

Istnieje przynajmniej jedna zrandomizowana wersja powyzszego rozwigzania,
ale nie wydaje sie ona prostsza i posiada pare miejsc, gdzie tatwo o btedy w
analizie prawdopodobienstwa.

v

Rozwigzanie z centroidem

Przegladajmy kolejno poddrzewa po ukorzenieniu w centroidzie (od
najwiekszych), przypisujac numery nieparzyste rosnaco albo parzyste
malejaco, (wybierajac z aktualnie wiekszego zbioru). Moze sie okazaé, ze na
koncu zostanie nam jakie$ poddrzewo (+ centroid), ktérym trzeba bedzie
przypisa¢ zaréwno parzyste jak i nieparzyste numery, ale zauwazmy, ze
zuzyliSmy przynajmniej potowe parzystych i nieparzystych (wiec nie ma
problemu z n/2 i n/2 + 1). Tutaj niestety réwniez jest pare przypadkdw
brzegowych do rozwazenia.
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Problem E - Taktyczna rozgrywka
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Problem E - Taktyczna rozgrywka

Zadanie

Mamy dana plansze n x m. Niektére jej pola sa zablokowane — doktadniej w
i-tej kolumnie zablokowane s3 pola (p; - k, i), gdzie p; dane na wejsciu jest
liczba pierwsza a k € Z,. Chcemy znalez¢, dla Q pdl z zapytan koszt
dotarcia na do ostatniej kolumny, gdzie:

e mozemy przejs¢ z (x,y) do (x,y + 1) kosztem 0
@ mozemy przej$¢ z (x,y) do (x £ d,y + 1) kosztem d
Oczywiscie nie mozemy wchodzi¢ na zablokowane pola
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Problem E - Taktyczna rozgrywka

Mamy dana plansze n x m. Niektére jej pola sa zablokowane — doktadniej w
i-tej kolumnie zablokowane s3 pola (p; - k, i), gdzie p; dane na wejsciu jest
liczba pierwsza a k € Z,. Chcemy znalez¢, dla Q pdl z zapytan koszt
dotarcia na do ostatniej kolumny, gdzie:

e mozemy przejs¢ z (x,y) do (x,y + 1) kosztem 0
@ mozemy przej$¢ z (x,y) do (x £ d,y + 1) kosztem d

Oczywiscie nie mozemy wchodzi¢ na zablokowane pola

Ograniczenia
n,m< 10% g < 100
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Problem E - Taktyczna rozgrywka

Niech Sy to zbidr pdl, ktérych odlegtos¢ do konca jest co najwyzej d
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Problem E - Taktyczna rozgrywka

Niech Sy to zbidr pdl, ktérych odlegtos¢ do konca jest co najwyzej d

Obserwacja
Odlegtos¢ pdl do konca w danym wierszu jest malejaca.
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Problem E - Taktyczna rozgrywka

Niech Sy to zbidr pdl, ktérych odlegtos¢ do konca jest co najwyzej d

Obserwacja

Odlegtos¢ pdl do konca w danym wierszu jest malejaca.

Obserwacja

Istnieje optymalne rozwiazanie, ktére w kazdym kroku zmienia wiersz o
maksymalnie 1.
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Problem E - Taktyczna rozgrywka

Niech Sy to zbidr pdl, ktérych odlegtos¢ do konca jest co najwyzej d

Obserwacja

Odlegtos¢ pdl do konca w danym wierszu jest malejaca.

Obserwacja

Istnieje optymalne rozwiazanie, ktére w kazdym kroku zmienia wiersz o
maksymalnie 1.

Obie obserwacje dowodzi sie podobnie jak algorytmy zachtanne —
rozwazamy optymalny ciag ruchdéw, nastepnie modyfikujemy go zeby byt
blizej zachowania danej wtasnosci.
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Problem E - Taktyczna rozgrywka

So to po prostu pola za ostatnimi przeszkodami w kazdym wierszu.
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Problem E - Taktyczna rozgrywka

So to po prostu pola za ostatnimi przeszkodami w kazdym wierszu.

Wyliczanie Sy4,1 za pomoca Sy

Niech (x1,y — 1), (x2,y + 1) € Sy beda pierwszymi polami w rzedach
—-1,y+1

Wtedy mozemy z nich przeskoczy¢ kosztem 1 do (min(xi, x2) — 1, y), zatem

to pole € Sy11. Oznaczajac przez (x, y) takie pole, ze pomiedzy (x, y) a

(min(x1,x2) — 1,y) nie ma przeszkdd, dostajemy, ze (x, y) to pierwsze pole

w tym rzedzie € S441. Dodatkowo nalezy uwzglednié przypadek, gdy juz

wczesniej byto ono w Sy.
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Wtedy mozemy z nich przeskoczy¢ kosztem 1 do (min(xi, x2) — 1, y), zatem

to pole € Sy11. Oznaczajac przez (x, y) takie pole, ze pomiedzy (x, y) a

(min(x1,x2) — 1,y) nie ma przeszkdd, dostajemy, ze (x, y) to pierwsze pole

w tym rzedzie € S441. Dodatkowo nalezy uwzglednié przypadek, gdy juz

wczesniej byto ono w Sy.

v

Zajmuje to czas liniowy od liczby wierszy, ktére maja jeszcze nieodwiedzone
pola. tacznie zatem, jest to suma odlegtodci pierwszych pél w rzedach od
konca.
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Problem E - Taktyczna rozgrywka

Po posortowaniu zapytan, na kazde poswiecamy staty czas w zamiataniu.
Zatem, wystarczy tylko policzy¢, jaka jest suma odlegtosci pdl w pierwszej
kolumnie do konca

Analiza ztozonosci
Zatézmy, ze m = n. Szacowanie gorne bedzie korzysta¢ z nastepujacych
Sciezek:
@ idziemy do najblizszej liczby pierwszej, ktéra jest brana w co najwyzej
A wierszach
o dla tej liczby pierwszej idziemy do konca

dla pewnej statej A dobranej pdzniej.
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Problem E - Taktyczna rozgrywka

Analiza ztozonoéci

Po pewnych obliczeniach (dostepnych w oméwieniu) dochodzimy do
oszacowania przez
2
n
A+ GP—
Y L

gdzie G to najwieksza luka w liczbach pierwszych.
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Problem E - Taktyczna rozgrywka

Analiza ztozonoéci

Po pewnych obliczeniach (dostepnych w oméwieniu) dochodzimy do

oszacowania przez
2

2n
nA+ G SAZ

gdzie G to najwieksza luka w liczbach pierwszych. Zatem, nalezy dobrac

odpowiednie A, zeby ta funkcja byta minimalna, doktadniej nA = G215
da:

A21
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Problem E - Taktyczna rozgrywka

Analiza ztozonoéci

Po pewnych obliczeniach (dostepnych w oméwieniu) dochodzimy do

oszacowania przez
2

2n
nA+ G SAZ

gdzie G to najwieksza luka w liczbach pierwszych. Zatem, nalezy dobrac

odpowiednie A, zeby ta funkcja byta minimalna, doktadniej nA = G215
da:

A21
3

=n

2
(n0.525)

PPES
wiv

Gs.

Przy czym wiadomo, ze G = O
O(n*%8 + Q).

, czyli mamy ztozonos¢
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Problem E - Taktyczna rozgrywka

Analiza ztozonoéci

Po pewnych obliczeniach (dostepnych w oméwieniu) dochodzimy do

oszacowania przez
2

2 n
nA+ G SAZ

gdzie G to najwieksza luka w liczbach pierwszych. Zatem, nalezy dobraé
odpowiednie A, zeby ta funkcja byta minimalna, doktadniej nA = G222

a2
da:

3 4 2

—n3Gs3.

2

Przy czym wiadomo, ze G = O(n%5%%), czyli mamy ztozonoé¢

O(n*%8 + Q). Numerycznie mozemy oszacowa¢ lepiej: G = 72, co daje
tacznie 3.7 - 107 z mozliwoéciami poprawy oszacowania.
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Problem F - Klocki
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Problem F - Klocki

Zadanie

Mamy dana figure sktadajaca sie z szeScianéw oraz kilka klockéw réwniez
sktadajacych sie z takich szescianéw.

Celem zadania jest okreslenie czy z tych klockéw da sie utozy¢ podana
figure, a jesli tak, to opisanie ktéry klocek bedzie gdzie.
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Problem F - Klocki

Po pierwsze, trzeba zaimplementowa¢ obracanie klockow.
Na ptaszczyznie zamieniamy (x,y) — (y, —x).

W trzecim wymiarze (obré¢my klocka wokét osi OZ) zamieniamy
(X7.y7z) - (.y7 —X, Z)-
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Problem F - Klocki

Wszystkich mozliwych obrotéw kazdego klocka jest do 24.
Mozna wygenerowal wszystkie 64 obrotéw, a potem wyrzuci¢ powtdrzenia.

Potrzebna jest normalizacja (czyli przesuniecie klocka w pewien
charakterystyczny sposéb do punktu (0, 0,0)).

Teraz mozna napisaé rozwigzanie uzywajace backtrackingu, ale niestety jest
ono jeszcze za wolne...
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Problem F - Klocki

Uzyjmy masek bitowych do optymalizacji.
Ponumerujmy wszystkie szeSciany uktadanej figury.

Teraz dla kazdego klocka mozemy sprawdzié¢ wszystki jego obroty i
przesuniecia, a jesli ktére$ pokrywa sie z figura, to dodajemy maske
pokrytych szesScianéw do puli pasujacych masek.

Teraz mozemy napisaé rozwigzanie uzywajace backtrackingu, ale
zapamietujace odwiedzone juz stany.

Kolejno dla kazdego klocka, dla kazdej maski pokrytych juz klockéw oraz
kazdej maski mozliwej do pokrycia wywotujemy funkcje rekurencyjna — to
rozwigzanie zawiera bardzo duzo stanéw, ale tez bardzo duza czes¢ z nich
pomija.
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Problem G - Okno transferowe
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Problem G - Okno transferowe

Zadanie

W zadaniu mamy dane N ofert na rynku transferowym, z czego kazda jest
parametryzowana przez:

@ prawdopodobienstwo, ze sie pojawi na rynku,
@ kiedy pojawi sie na rynku,
o do kiedy trzeba podja¢ decyzje o jej przyjeciu,
@ ile mozna zarobic.
Po wybraniu jednej oferty nie mozemy rozwazac innej.

Jaka jest oczekiwana wartos¢ naszych zarobkéw, jesli bedziemy podejmowaé
decyzje optymalnie?

v
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Problem G - Okno transferowe

Zacznijmy od nieefektywnego rozwigzania za pomoca programowania
dynamicznego. Oznaczmy poprzez dp[t][S] warto$¢ oczekiwang optymalnej
strategii wybierania ofert, jesli nie rozwazyliSmy jeszcze przedziatéw o

si >=t, a zbiér S oznacza istniejace przedziaty spetniajace s; < t < €.

Takie programowanie dynamiczne mozna w prosty sposéb liczy¢:
o Jedli w chwili t dodajemy nowa oferte r, to
dp[t][S] = pr - dp[t + 1][S U{r}] + (1 — pr) - dp[t + 1][S];
o Jedli w chwili t konczy sie oferta r € S, to
dp[t][S] = max{dp[t + 1][S \ {r}], v/ };
o Jesli w chwili t konczy sie oferta r ¢ S, to dp[t][S] = dp[t + 1][S].
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Problem G - Okno transferowe

Kluczowa obserwacja jest taka, ze wystarczy rozwazac zbiory S spetniajace
|S| < 1.

Obserwacja ta pozwala nam na optymalizacje naszego dynamika do
ztozonoéci O(n?), co nie jest jeszcze wystarczajace do zaakceptowania
zadania.
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Problem G - Okno transferowe

Aby zoptymalizowal powyzsze rozwigzanie, rozpiszmy przejscia dynamika z
|S| < 1 w nieco inny sposéb:

o Jedli w chwili t dodajemy nowa oferte r, to dla kazdej istniejacej oferty
s # r zapisujemy
dp[t][s] = max{dp[t + 1][s], (1 — pr) - dp[t + 1][s] + pr - dp[t + 1][r]},
a stan dp|t][r] usuwamy;

o Jedli w chwili t usuwamy oferte r, to dodajemy stan

dp[t][r] = max{dp[t + 1][0], v, }, a pozostate stany pozostaja bez
zmian.
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Problem G - Okno transferowe

Powyzszy wzor jestesmy w stanie liczy¢ dos$¢ szybko na dowolnej strukturze,
ktéra pozwala nam na nastepujace operacje:

@ Usun element o wartosci v;
@ Dodaj element o wartosci v;

@ Zmodyfikuj wszystkie elementy o wartosci < v wzorem o« - v + (3.
Zauwazmy, ze ta operacja nie zmienia kolejnosci sortowania elementéw.

Do zaimplementowania tych operacji mozemy uzy¢ dowolnego
zbalansowanego drzewa binarnego, przyktadowo treapa, co daje nam
ztozonos$¢ O(log n).

Zadanie to mozna rozwiaza¢ jednak prosciej, za pomoca struktury

pierwiastkowej. Idea jest taka, aby utrzymywaé aktywne stany, posortowane
po wartosciach dynamika, w kubetkach o dtugosci pierwiastkowe;j.
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Problem H - Hiszpanski komentarz
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Problem H - Hiszpanski komentarz

Zadanie

Analizujac zadany komentarz mamy policzy¢ ile goli padto w meczu
wiedzac, ze:

@ po kazdym golu pada stowo GOL,

@ wielokrotne wystapienie stowa GOL bezposrednio po sobie oznacza
jednego gola,

@ litera O wewnatrz stowa moze wystepowaé wielokrotnie,

o tekst zawiera mate i duze litery.

Aby rozwiazaé zadanie nalezato:
@ zamieni¢ wszystkie litery na mate,
@ usuna¢ wielokrotne litery 0O,
@ zliczy¢ ile razy wystepuje stowo gol, ale tak aby bezposrednio za nim

nie wystepowato stowo gol.
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Problem | - Precyzyjny strzat
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Problem | - Precyzyjny strzat

Zadanie

W zadaniu dane s3 trzy odcinki: AB réwnolegty do osi OY, CD zawarty
wewnatrz AB oraz EF, ktéry znajduje sie na lewo od AB oraz na prawo od
osi OY. Wszystkie wspotrzedne sg liczbami catkowitymi. Nalezy sprawdzi¢,
czy istnieje potprosta zaczynajaca sie w (0, 0) i przecinajaca tylko odcinek
AB.
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Problem | - Precyzyjny strzat
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Problem | - Precyzyjny strzat - rozwigzanie

Zauwazmy, ze odcinek CD wydziela z AB dwa odcinki (by¢ moze
zdegenerowane do punktu): AC oraz DB. Wystarczy wiec sprawdzié, czy
istnieje pdtprosta przechodzaca przez jeden z nich, ale nie przez EF i nie
przez punkty C ani D.

Rozwazmy pétprostg przechodzaca przez AC, drugi przypadek jest
analogiczny. Kiedy taka potprosta moze istnie¢? Wtedy, gdy odcinek EF nie
" zastania” catego odcinka AC.

Zeby to sprawdzi¢, mozemy rzutowaé odcinek EF na prosta zawierajaca
odcinek AC i sprawdzi¢ czy punkt E’ (rzut punktu E) jest powyzej A lub F’
jest ponizej C:
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Problem | - Precyzyjny strzat - rozwigzanie

Wspétrzedna y punktu E’ mozna obliczyé w nastepujacy sposéb:

E
E/ Yy q
YT E

Interesujace nas poréwnanie punktéw E’ oraz A ma zatem postaé:
E,-A > A, - E

Poréwnianie F’ z C jest analogicznie
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Problem | - Precyzyjny strzat - uwagi

@ Trzeba uwaza¢ na overflow przy wykonaniu mnozenia (najlepiej uzy¢
wiekszego typu, np. long long).

@ Jezeli do obliczen uzywasz liczb zmiennoprzecinkowych albo funkgji
trygonometrycznych, pamietaj o korzystaniu z long double (i np.
atan2l), inaczej precyzja bedzie niewystarczajaca.

@ Po rzucie odcinka EF, punkt F’ moze by¢ nizej niz E’, wtedy trzeba
poréwnaé pozycje F' z Aoraz E' z C.
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Problem | - Precyzyjny strzat - uwagi
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Problem J - Trening z pachotkami
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Problem J - Trening z pachotkami

Zadanie
Na dwdch polach nieskonczonej planszy stoja pionki. Dodatkowo, na

kazdym rogu czterech pél stoi zeton jednego z dwdch koloréw, czarny lub

biaty. Ruch pionkiem polega na przesunieciu go do sasiedniego pola i

zamienieniu zetonéw na wspolnym boku. Mozna go zrobi¢ tylko wtedy gdy

kolory tych zetonéw sa rézne. Na poczatku zetony ustawione s3 w
szachownice. Trzeba zamienié pionki miejscami.
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Problem J - Trening z pachotkami

® O L 4 O 4 O
5

O @ O @ O
4

[ O @ O @ O

O @ O @ O

® & 4 & L O

Q
¢

b,
¢
Q
[

MPSSPZ 2024 20 pazdziernika 2024 49 /77



Problem J - Trening z pachotkami
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Problem J - Trening z pachotkami

Rozwiazanie istnieje gdy poczatkowo pionki stoja na polach (x,, va), (xb, ¥b)
takich, ze nie zachodzi |x; — xp| = |ya — yb| = 1 (to znaczy, gdy pola nie
sasiaduja rogami).
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Problem J - Trening z pachotkami

Rozwiazanie istnieje gdy poczatkowo pionki stoja na polach (x,, va), (xb, ¥b)
takich, ze nie zachodzi |x; — xp| = |ya — yb| = 1 (to znaczy, gdy pola nie
sasiaduja rogami).

Obserwacja
Mozemy ustawi¢ pionki na jednym polu a potem odwréci¢ wykonane ruchy.

MPSSPZ 2024 20 pazdziernika 2024 51/77



Problem J - Trening z pachotkami
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Problem J - Trening z pachotkami
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Problem J - Trening z pachotkami
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Problem J - Trening z pachotkami
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Problem K - Pitkarskie makao
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Problem K - Pitkarskie makao

Zadanie

W zadaniu mamy dane drzewo o n wierzchotkach przy czym i-ty z nich jest
etykietowany liczba catkowity d;. Dla kazdego wierzchotka v nalezy obliczyé
iloczyn funkcji J obliczonej dla kazdego poddrzewa powstatego z usuniecia
wierzchotka v z grafu:

J:Zt'chtt

t=1

Gdzie wspétczynniki W s3 dane (przy czym Wy = 0), a cnt; to liczba
etykiet w danym poddrzewie, ktére s3 wielokrotnosciami t.
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Problem K - Pitkarskie makao

Obserwacja

Jesli mamy zbiér S wierzchotkéw, dla ktérego mamy policzong funkcje z

zadania to w O(liczba dzielnikéw d, ) mozemy policzy¢ jej wartos¢ dla SU v
lub S\ v.
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Problem K - Pitkarskie makao

Obserwacja

Jesli mamy zbiér S wierzchotkéw, dla ktérego mamy policzong funkcje z
zadania to w O(liczba dzielnikéw d, ) mozemy policzy¢ jej wartos¢ dla SU v
lub S\ v.

Zatem mozemy utrzymywac powyzszg strukture i wykonujac na niej pewne
operacje, chcemy, zeby dla kazdego wierzchotka istniat moment, ze S jest
rowny poddrzewu v. Réwnoczesnie utrzymujac dopetnienie S bedziemy
mieli wszystkie informacje potrzebne do odzyskania wyniku.
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Problem K - Pitkarskie makao

Algorytm

Mozemy skorzysta¢ z kolejnosci DFS:
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Problem K - Pitkarskie makao

Algorytm

Mozemy skorzysta¢ z kolejnosci DFS:
@ Rekursywnie przetwarzamy wszystkie dzieci v z wyjatkiem jednego (y).
Po przetworzeniu kazdego poddrzewa, przechodzimy je jeszcze raz
usuwajac wszystkie wierzchotki ze struktury danych.
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Problem K - Pitkarskie makao

Algorytm

Mozemy skorzysta¢ z kolejnosci DFS:

@ Rekursywnie przetwarzamy wszystkie dzieci v z wyjatkiem jednego (y).
Po przetworzeniu kazdego poddrzewa, przechodzimy je jeszcze raz
usuwajac wszystkie wierzchotki ze struktury danych.

© Rekursywnie przetwarzamy dziecko y.
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Problem K - Pitkarskie makao

Algorytm

Mozemy skorzysta¢ z kolejnosci DFS:

@ Rekursywnie przetwarzamy wszystkie dzieci v z wyjatkiem jednego (y).
Po przetworzeniu kazdego poddrzewa, przechodzimy je jeszcze raz
usuwajac wszystkie wierzchotki ze struktury danych.

© Rekursywnie przetwarzamy dziecko y.

© Dodajemy v do struktury oraz wszystkie wierzchotki z poddrzew dzieci
v z pierwszego punktu. Wtedy struktura zawiera wszystkie wierzchotki
z poddrzewa v, wiec mozemy zapisa¢ warto$¢ J dla poddrzewa v.

v
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Problem K - Pitkarskie makao

Algorytm

Mozemy skorzysta¢ z kolejnosci DFS:

@ Rekursywnie przetwarzamy wszystkie dzieci v z wyjatkiem jednego (y).
Po przetworzeniu kazdego poddrzewa, przechodzimy je jeszcze raz
usuwajac wszystkie wierzchotki ze struktury danych.

© Rekursywnie przetwarzamy dziecko y.

© Dodajemy v do struktury oraz wszystkie wierzchotki z poddrzew dzieci
v z pierwszego punktu. Wtedy struktura zawiera wszystkie wierzchotki
z poddrzewa v, wiec mozemy zapisa¢ warto$¢ J dla poddrzewa v.

v

Nie chcemy jednak wykonywa¢ za duzo operacji na strukturze, gdyz kazdy
wierzchotek moze mieé duzo dzielnikéw.
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Problem K - Pitkarskie makao

Mniejszy do wiekszego

Kazdy wierzchotek u zostanie tyle razy wrzucony i wyciagniety ze struktury

ile jest wierzchotkéw v na Sciezce od niego do korzenia, ze y (dla v) nie jest
przodkiem u.
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Problem K - Pitkarskie makao

Mniejszy do wiekszego
Kazdy wierzchotek u zostanie tyle razy wrzucony i wyciagniety ze struktury
ile jest wierzchotkéw v na Sciezce od niego do korzenia, ze y (dla v) nie jest

przodkiem u.
Zatem, niech y bedzie dzieckiem v o najwiekszym rozmiarze poddrzewa.
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Problem K - Pitkarskie makao

Mniejszy do wiekszego

Kazdy wierzchotek u zostanie tyle razy wrzucony i wyciagniety ze struktury
ile jest wierzchotkéw v na Sciezce od niego do korzenia, ze y (dla v) nie jest
przodkiem u.

Zatem, niech y bedzie dzieckiem v o najwiekszym rozmiarze poddrzewa.
Woéwczas, kazde u jesli nie jest potomkiem y to rozmiar y jest co najmniej
réwny rozmiarowi u’ (brat y, przodek u). Ale to znaczy ze rozmiar
poddrzewa v jest co najmniej dwukrotnie wiekszy od rozmiaru poddrzewa
u'. Ale taka sytuacja moze nastapi¢ dla konkretnego y tylko log(n) razy.
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Problem K - Pitkarskie makao

Mniejszy do wiekszego

Kazdy wierzchotek u zostanie tyle razy wrzucony i wyciagniety ze struktury
ile jest wierzchotkéw v na Sciezce od niego do korzenia, ze y (dla v) nie jest
przodkiem wu.

Zatem, niech y bedzie dzieckiem v o najwiekszym rozmiarze poddrzewa.
Woéweczas, kazde u jesli nie jest potomkiem y to rozmiar y jest co najmniej
réwny rozmiarowi u’ (brat y, przodek u). Ale to znaczy ze rozmiar
poddrzewa v jest co najmniej dwukrotnie wiekszy od rozmiaru poddrzewa
u'. Ale taka sytuacja moze nastapi¢ dla konkretnego y tylko log(n) razy.

O(Slog n), gdzie S < 240n jest suma dzielnikéw wszystkich liczb d,,.
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Problem K - Pitkarskie makao

Bonus - rozwiazanie bez czynnika log

Dla kazdego d skompresujmy drzewo do wielokrotnosci d. Kazda z nich
wyznacza pewne sumy prefiksowe, ktére mozna potem rozpropagowaé (na
przyktad za pomoca techniki o nazwie rerooting) na poczatkowe drzewo.
Pierwszy krok zajmuje czas liniowy od liczby tych wielokrotnosci, czyli
O(S), rozpropagowanie natomiast jednokrotnie zajmuje O(n).
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Problem L - Doliczony czas
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Problem L - Doliczony czas

Zadanie

Mamy dane 5 sytuacji na boisku, z czego kazda z nich zdarzyta sie k; razy,
a za kazde wystapienie arbiter powinien doliczy¢ t; sekund do meczu.
Pytaniem jest ile minut musi ostatecznie doliczy¢ arbiter na koniec meczu.

Odpowiedz to
[Z?:l ki - ﬂ
60 '
Nalezato pamietaé o long longach oraz poprawnym zaokraglaniu w gore.
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Problem M - Korzystna wymiana
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Problem M - Korzystna wymiana

Zadanie

W zadaniu mamy dany zbiér liczb M, z ktérych wszystkie s3 z przedziatu
[0,2% — 1] i reprezentuja maski bitowe. Nastepnie mamy dane duzo zapytan
sktadajacych sie z dwéch liczb a i b, reprezentujacych maski z tego samego
przedziatu. Zadanie polega na znalezieniu dla kazdego takiego zapytania
maski m € M, ktéra zarazem jest podmaska maski a (czyli kazdy bit, ktéry
jest zapalony w masce m, musi tez by¢ zapalony w masce a), ale tez m nie
moze by¢ podmaska maski b.
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Problem M - Korzystna wymiana

Zadanie

W zadaniu mamy dany zbiér liczb M, z ktérych wszystkie s3 z przedziatu
[0,2% — 1] i reprezentuja maski bitowe. Nastepnie mamy dane duzo zapytan
sktadajacych sie z dwéch liczb a i b, reprezentujacych maski z tego samego
przedziatu. Zadanie polega na znalezieniu dla kazdego takiego zapytania
maski m € M, ktéra zarazem jest podmaska maski a (czyli kazdy bit, ktéry
jest zapalony w masce m, musi tez by¢ zapalony w masce a), ale tez m nie
moze by¢ podmaska maski b.

v

Ograniczenia
k =20,Q, M < 10°
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Problem M - Korzystna wymiana

Obserwacja

Jesli znaleziona przez nas maska m nie moze by¢ podmaska maski b, to
znaczy, ze musi istnie¢ co najmniej jeden bit, ktory jest zapalony w masce
m, za to nie jest zapalony w masce b.
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Problem M - Korzystna wymiana

Obserwacja

Jesli znaleziona przez nas maska m nie moze by¢ podmaska maski b, to
znaczy, ze musi istnie¢ co najmniej jeden bit, ktory jest zapalony w masce
m, za to nie jest zapalony w masce b.

Zatem mozemy dla kazdego a oraz kazdego bitu wyznaczy¢ podmaske a,
ktéra nie ma teog bitu zapalonego.
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Problem M - Korzystna wymiana

Programowanie dynamczne

Niech DP][a][i] oznacza dowolng maske z M, ktéra jest podmaska a oraz ma
zapalony bit /. Na poczatku mozemy dla kazdej maski m € M oraz dla
kazdego zapalonego w niej bitu i ustawi¢ DP[m][i] = m. Nastepnie,
obliczmy wartosci DP w kolejnosci rosnacej liczby bitéw a. Jesli jakas taka
maska istnieje i nie jest nig samo a to musi ona by¢ juz uwzgledniona w
DP[4'] dla pewnego &’ rézniacej sie od maski a jednym zgaszonym bitem.
Mozemy sie po nich przeiterowac.
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Problem M - Korzystna wymiana

Przejécia zajmuja O(k), liczba stanéw to k - 2%. Odpowiadanie na zapytanie
zajmuje O(k). Razem da to O(k?- 25 + Q - k).

v

Usprawnienie

Za pomoca operacji bitowych mozemy zaréwno zmniejszyé czas przejscia,
jak i zmniejszy¢ czas odpowiadania na zapytanie. Bedzie to wtedy tacznie
O(k - 2 + Q). Poprzednie rozwiazanie byto jednak wystarczajace.
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Problem M - Korzystna wymiana

Alternatywne rozwigzanie

Klasyczne programowanie dynamiczne pozwala nam zliczy¢ ile jest
podmasek a w zbiorze M dla wszystkich a w czasie O(k - 2).
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Problem M - Korzystna wymiana

Alternatywne rozwigzanie

Klasyczne programowanie dynamiczne pozwala nam zliczy¢ ile jest
podmasek a w zbiorze M dla wszystkich a w czasie O(k - 2).

Jak uzy¢ tego do znajdowania rozwigzania zadania? \

MPSSPZ 2024 20 pazdziernika 2024 69 /77



Problem M - Korzystna wymiana

Alternatywne rozwigzanie

Klasyczne programowanie dynamiczne pozwala nam zliczy¢ ile jest
podmasek a w zbiorze M dla wszystkich a w czasie O(k - 2).

Jak uzy¢ tego do znajdowania rozwigzania zadania?

Jak zrobi¢ zadanie w przypadku, gdyby zapytanie byto postaci a, b, / i
mieliby$my wypisa¢ | masek, ktére spetnia warunki? Interesuje nas
ztozonos¢ O(k - 2K + k - S), gdzie S jest suma | po wszystkich zapytaniach
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Problem N - Opaski
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Problem N - Opaski

Zadanie

W zadaniu jest dane N par liczb, kazda z zakresu od 0 do N. Liczba 0
oznacza, ze dana pozycja jesst wolna. i-ta para jest poprawna, jezeli na obu
pozycjach jest i. Naszym zadaniem jest wypisaé, ile mozna maksymalnie
otrzymac poprawnych par przy optymalnych uzupetnieniu, w ktérym kazda
liczba wystepuje dwa razy.
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Problem N - Opaski

Zadanie

W zadaniu jest dane N par liczb, kazda z zakresu od 0 do N. Liczba 0
oznacza, ze dana pozycja jesst wolna. i-ta para jest poprawna, jezeli na obu
pozycjach jest i. Naszym zadaniem jest wypisaé, ile mozna maksymalnie
otrzymac poprawnych par przy optymalnych uzupetnieniu, w ktérym kazda
liczba wystepuje dwa razy.

Obserwacja

Zauwazmy, ze wystarczy jedynie policzy¢ pary, ktére mozna uzupetnié
poprawnie. Nie musimy sie przejmowa¢ niepoprawnymi parami — je zawsze
da sie uzupetni¢ liczbami, ktérych poprawne miejsce byto juz zajete albo
jedno z wystapien byto na ztej pozycji.
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Problem N - Opaski - rozwigzanie

Stwérzmy najpierw tablice i zapiszmy do niej, jaka warto$¢ znajduje sie na
kazdej pozycji. Nastepnie obliczmy, ile razy wystepowata kazda z liczb.
Mozemy to zrobi¢ przy pomocy dodatkowej tablicy (gdzie i-ta pozycja to
liczba wystapien liczby i): przechodzimy po pierwszej tablicy i odpowiednio
zwiekszamy wartosci w drugiej tablicy. Teraz wystarczy zliczy¢ pary, ktére
mozna poprawnie uzupetnié. i-ta para moze by¢ poprawnie uzupetniona,
gdy:
@ obie pozycje s3 od poczatku poprawne (obie wartosci sa réwne i),
@ jedna pozycja to 0, druga to i oraz licznik wystapien i jest réwny jeden
(jezeli licznik bytby réwny dwa, to druga liczba i jest juz uzyta gdzie$
indziej),

@ obie pozycje s3 réowne 0 i licznik wystapien /i jest réwny zero.
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Problem O - Plan treningowy
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Problem O - Plan treningowy

Zadanie

W zadaniu dane s3 trzy ciagi, kazdy ztozony z N zer i N jedynek, nazwijmy
jeA BiC.

Niech pref , oznacza cigg sum prefiksowych stworzony z ciagu A.

Chcemy sprawié, zeby dla kazdego / od 1 do 2 - N zachodzito

pref 4[i] < prefg[i] < pref[i]. W tym celu mozemy zamieni¢ sasiednie
elementy w dowolnym z ciaggéw. Mamy wypisaé, ile minimalnie trzeba
wykonac takich operacji, zeby zachodzita powyzsza zaleznos¢.
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Problem O - Plan treningowy

Obserwacja

Niech pos,[i] oznacza pozycje i-tej jedynki w ciagu A. Zauwazmy, ze
wymagana witasciwos¢:

Wi @ Dla kazdegoiod1do2 - N : pref,[i] < prefg[i] < pref[i]
Zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy zachodzi:

W, : Dla kazdegoiod1do N : posy[i] = posg|i] > posc|[i]
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Problem O - Plan treningowy

Obserwacja

Ustalmy i/, i popatrzmy na zamiany i-tych jedynek w kazdym z trzech
ciggdw w jakim$ optymalnym rozwigzaniu. Zauwazmy, ze jezeli zamieniliSmy
i-ta jedynke w ciggu B w lewo, to zamiast tego mozemy zamieni¢ i-ta
jedynke w ciagu A w prawo, zeby zachowa¢ W,. Analogicznie, zamiast
zamiany w prawo w B, mozemy zamieni¢ w lewo w C. Powtarzajac tg
operacje, otrzymamy rozwigzanie, w ktérym jedynki w ciggu B nie
zmieniaja swoich pozycji.
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Problem O - Plan treningowy

Obserwacja

Ustalmy i/, i popatrzmy na zamiany i-tych jedynek w kazdym z trzech
ciggdw w jakim$ optymalnym rozwigzaniu. Zauwazmy, ze jezeli zamieniliSmy
i-ta jedynke w ciggu B w lewo, to zamiast tego mozemy zamieni¢ i-ta
jedynke w ciagu A w prawo, zeby zachowa¢ W,. Analogicznie, zamiast
zamiany w prawo w B, mozemy zamieni¢ w lewo w C. Powtarzajac tg
operacje, otrzymamy rozwigzanie, w ktérym jedynki w ciggu B nie
zmieniaja swoich pozycji.

Rozwigzanie

Wystarczy zatem zsumowa¢ dla kazdego i:

max(0, posg[i] — posali]) + max(0, posc[i] — posg[i])
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© Problem A - Liga Mistrzéw

© Problem B - Linia obrony

© Problem C - Uczciwa cena

@ Problem D - Numery na koszulkach
© Problem E - Taktyczna rozgrywka
@ Problem F - Klocki

@ Problem G - Okno transferowe

@ Problem H - Hiszpahski komentarz
© Problem | - Precyzyjny strzat

@ Problem J - Trening z pachotkami
@ Problem K - Pitkarskie makao

@ Problem L - Doliczony czas

@ Problem M - Korzystna wymiana
@ Problem N - Opaski

@ Problem O - Plan treningowy
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