Rozwiazania zadan z Mistrzostw Polski Szkot Srednich w
Programowaniu Zespotowym 2024

Zadanie A

W zadaniu dane mamy wyniki dwéch meczéw pomiedzy dwoma druzynami, gdzie pierwszy mecz byt
rozgrywany na stadionie pierwszej druzyny, a drugi na stadionie drugiej druzyny. Zadanie polega
na okresleniu ktéra druzyna wygrata ten dwumecz, zaktadajac ze w przypadku remisu wygrywa
druzyna, ktéra ma wiecej strzelonych bramek na wyjezdzie.

Rozwiazanie tego zadania to nic innego jak sprawdzenie ktéra druzyna strzelila sumarycznie
wiecej goli, a w przypadku réwnej ilosci bramek, sprawdzenie ktéra miata wiecej bramek strzelonych
na wyjezdzie.

Zadanie B

W zadaniu mamy dane N punktéw pi,...,py na osi OX, wszystkie z przedziatu [0, D]. Kazdy
z tych punktow ma okreslony promien zasiegu r; (w lewo i prawo) oraz koszt ¢;, ktory mozemy
zaplaci¢ aby zwiekszy¢ ten promien o 1 (mozna te akcje wykonaé kilkukrotnie). Naszym celem jest
zwiekszenie promieni w taki sposéb, zeby zadne zasiegi dwoch punktéw nie przecinaly sie i zeby
pokryly one co najmniej caty przedzial [0, D] (moga pokrywaé szerszy obszar), a jesli jest kilka
rozwiazan, to aby koszt byt najmniejszy.

Gloéwnym spostrzezeniem, ktorego trzeba dokonaé¢ w tym zadaniu jest to, ze jezeli ustalimy juz
promien jednego z punktéw, to okazuje sie, ze promien kazdego kolejnego musi mie¢ juz konkretna,
zalezng od niego warto$¢. Zatem wystarczy nam ustali¢ jaki bedzie promient pierwszego punktu, a
nastepnie policzy¢ czy wtedy pozostate promienie beda poprawne i jaki osiggniemy wtedy koszt.

Ztozono$¢ powyzszego rozwiazania naturalnie mozemy oszacowaé jako O(N - D), gdyz pierwszy
promient moze mie¢ co najwyzej D réznych wartosci, a dla kazdej z nich mamy do sprawdzenia N
punktow. Jednakze, jesli napiszemy to rozwigzanie sensownie (czyli bedziemy przerywaé dang iter-
acje w momencie, gdy wiemy, ze jest zla), okazuje sie, ze mozemy rowniez oszacowaé to rozwiazanie
jako O(N + D) = O(D)! Aby to uzasadni¢, wezmy pewna iteracje oraz przyjrzyjmy sie punktom
styku sasiednich promieni. Jak sie doktadniej przyjrzymy, to zdefiniowanie jednego takiego punktu
jednoznacznie definiuje nam pozycje pozostatych. Oznacza to, ze kazdy taki punkt moze wystapi¢
tylko w jednej iteracji petli, a punktow takich jest O(D). To rozwiazanie oczywiscie miescilo sie w
limitach.

Na koniec mozemy zauwazy¢, ze w zadaniu istnieje takze rozwiazanie o ztozonosci O(N), wystar-
czy znalezé¢ zakres dobrych promieni dla pierwszego punktu. Aby to zrobi¢, nalezy sprawdzié¢
kazdy kolejny punkt i zweryfikowaé, czy nie wplynie on na zmniejszenie naszego zakresu (dla
pierwszego punktu), a jesli tak, to odpowiednio zmniejszyé¢ ten zakres. Majac dany ten zakres



mozemy zauwazy¢, ze zwiekszenie promienia o 1 dodaje nam do sumarycznego kosztu wszystkie ¢;
dla nieparzystych wartosci 7, a odejmuje te z parzystych pozycji. Dlatego tez rozwigzaniem bedzie
jeden ze skrajnych punktéw tego zakresu.

Zadanie C

Tresé zadania

W zadaniu otrzymujemy liczbe poczatkowsa S, koricowa T, gérny limit M, oraz ciag znakéw dtugosci
N, sktadajacy sie z W, P i 7. Rozpoczynamy z liczba S i patrzymy na kolejne znaki w ciagu. W
przypadku W, podwajamy aktualna wartosé, a w przypadku P dzielimy ja bez reszty przez 2. Warto
od razu pomysle¢ o bitowej reprezentacji naszej liczby — wtedy operacje sa rownowazne usunieciu
ostatniego bitu i dopisaniu na konicu 0. Jesli natrafimy na ? to musimy wybra¢ jedna z tych
operacji. Na koniec takiego procesu chcemy otrzymac liczbe T, a takze nigdy nie przekroczy¢ M.

Uproszczony problem

Zignorujmy na razie gorny limit. Zeby nasze zadanie byto w ogéle mozliwe do wykonania, S i T
muszg mie¢ jaki§ wspolny prefiks (kilka najbardziej znaczacych bitéw musi by¢ taka sama). Co
wiecej, za tym wspoélnym prefiksem w T moga znalez¢ sie juz tylko bity 0.

Mozemy wiec policzyé, ile bitéw musimy co najmniej i co najwyzej usunaé z S, zeby moc
osiggnaé¢ warto§¢ T. Dla przyktadu, jesli S to 1010101, a T to 1010, to z S musimy usunaé¢ co
najmniej 3 bity, oraz nie mozemy usunaé ich wiecej niz 4.

Podczas samego procesu wykonywania operacji potrzebujemy trzymaé tak naprawde niewiele
informacji:

e pozycje najbardziej znaczacego bitu aktualnej wartosci (mamy tylko logarytmicznie wiele
mozliwosci)

e czy usuneliSmy juz minimalng liczbe bitow wymagana do osiagniecia T' (oczywiscie 2 mozli-
wosci)

Zauwazmy, ze jezeli na koniec procesu pozycja najbardziej znaczacego bitu zgadza sie z ta w " oraz
usuneliSmy wymagang liczbe bitéw z naszej wartosci, a podczas wykonywania operacji nigdy nie
usuneliSmy wiecej bitoéw niz maksymalna dozwolona liczba, to na sam koniec otrzymaliSmy 7'. Takie
sformutowanie problemu narzuca proste rozwiazanie korzystajace z programowania dynamicznego.

Gorny limit

Jakie informacje musimy dodatkowo trzymaé¢ w przypadku gornego limitu M? Na szczescie niewiele
wiecej — jezeli po prostu otrzymaliby$my limit na pozycje najbardziej znaczacego bitu, to nie musimy
pamietaé¢ niczego wiecej. Niestety, w zaleznosci od tego, ile usuneliémy juz bitéw z poczatkowej
wartosci, taki gorny limit bedzie sie zmienial. Na przyktad dla S réwnego 101 oraz M réwnego
100000, do S mozemy dopisa¢ maksymalnie 2 zera, ale po usunieciu ostatniego bitu bedziemy w
stanie dopisaé juz 3.

Zawuazmy, ze taki fenomen moze wydarzy¢ sie tylko raz, gdy poréwnujac prefiksy reprezentacji
bitowych obu liczb, pierwszy rozny bit jest zapalony w S i zgaszony w M. Wtedy po usunieciu
tego bitu z S limit na pozycje najbardziej znaczacego bitu podniesie sie nam o 1.



Potrzebujemy wiec w naszym rozwigzaniu trzymac jedng dodatkowa informacje — czy gorny limit
na pozycje najbardziej znaczacego bitu nam sie podnidst, czy nie. Rozwiazanie zadania wyglada
analogicznie do wersji uproszczonej — korzystamy z programowania dynamicznego, gdzie trzymamy
4 - logy(max(S, T, M)) roznych stanow.

Notka

Istnieje duzo innych rozwigzan o podobnych ztozonoséciach. Korzystajac ze strategii zachlannej
mozna nawet uzyskaé liniowg ztozonos$¢ obliczeniowa.

Zadanie D

Tresé zadania

Mamy dane drzewo. Mamy ponumerowaé jego wierzchotki w taki sposéb by zadne dwa potaczone
krawedzia nie réznily sie o 1 (modulo n).

Rozwigzanie

Zauwazmy, ze zadanie mozna zinterpretowaé¢ jako dodanie do grafu cyklu prostego dlugosci n,
takiego ze nie korzysta on z zadnej krawedzi w oryginalnym grafie (krawedzie tego cyklu odpowiadaja
parom wierzchotkow, ktore nie moga by¢ sasiadami).

Zauwazmy, ze drzewo jest grafem dwudzielnym (kazda ze stron dwudzielnosci jest wzgledem
siebie grafem pustym, wiec mozemy dowolnie rozktadaé cykl prosty odwiedzajac kolejno te wierz-
chotki). Do rozlozenia cyklu wystarcza nam zatem dwie pary wierzchotkow po roznych stronach
podziatu dwudzielnosci, takie ze nie ma miedzy nimi krawedzi. Pozwoli to na rozpoczecie cyklu
jedna z tych krawedzi, nastepnie odwiedzenie wszystkich wierzchotkéow jednej czesci podziatu (koriczac
na wierzchotku bedacym koricem drugiej wybranej krawedzi), powrdt druga krawedzia na druga
strone i domkniecie cyklu.

Latwo zauwazy¢ ze warunek dwoch krawedzi jest tez konieczny.

Jak znalez¢ takie dwie krawedzie o réznych kornicach niewystepujace na wejéciu? Na poczatku
przyjmijmy, ze kazda ze stron dwudzielnosci ma przynajmniej 3 wierzchotki. W takim wypadku
znajdzmy dowolng krawedz nieobecng na wejéciu i zauwazmy, ze pozostale wierzchotki nie moga
tworzy¢ wzgledem siebie dwudzielnej kliki (istniatby cykl, a graf jest drzewem), wiec wsrdd nich
jest jakas krawedz, nieobecna na wejsciu.

Jezeli jedna ze stron ma dokladnie dwa wierzcholtki, to zauwazmy, ze oba te wierzchotki beda
konicami szukanych krawedzi, mozemy wiec pozwoli¢ sobie na wylistowanie dla kazdego z nich
potencjalnych koricow po drugiej stronie. Dla kazdego z nich, jezeli nie jest jedynym elementem
drugiego zbioru, to potrafimy znalezé rozwiazanie.

UWAGA Istnieje zrandomizowana wersja tego rozwiazania, ale nie wydaje si¢ ono prostsze od
powyzszego i posiada pare miejsc, gdzie moga pojawic¢ sie bledy w analizie prawdopodobienstwa na
sukces

Rozwiazanie alternatywne

Dla wejsciowego grafu wyznaczmy centroid (wierzchotlek taki, ze gdy usuniemy go z drzewa, zadna
spojna nie bedzie miata rozmiaru wiekszego niz n/2). Przegladajmy teraz kolejno poddrzewa po uko-



rzenieniu w centroidzie (od najwiekszych do najmniejszych), przypisujac wierzchotkom numery 1, 3,

. (n albo n - 1), a nastepnie (n-1 albo n), ..., 6, 4, 2, za kazdym razem wybierajac dzrzewo, przyp-
isujac mu numery z mniejszego zbioru (parzyte albo nieparzyste), ktory zostal. Moze sie okazac,
ze na koricu zostanie nam jakie§ poddrzewo (+ centroid), ktérym trzeba bedzie przypisa¢ zar6wno
parzyste jak i nieparzyste numery, ale zauwazmy, ze zuzyliSmy przynajmniej polowe parzystych i
przynajmniej potowe nieparzystych, a poniewaz uzywaliSmy ich od innych stron, to ich wartosci si¢
"rozjezdzaja". Problem w tym, 7ze na koncu drzewo moze mie¢ na przyklad rozmiar 1+centroid.
Zeby istnialo rozwigzanie wystarcza dwa drzewa glebokosci przynajmniej 2, ale rozwazenie tego i
paru innych przypadkéw pozostawiamy czytelnikowi jako ¢wiczenie.

Zadanie E

Rozwazmy zbiér Sy poél, ktorych odlegtosé do konca jest co najwyzej d (odleglto$é — minimalny
koszt dotarcia do ostatniej kolumny, oznaczany przez dist). Zauwazmy, ze w dowolnym wierszu
odlegtos¢ do korca jest funkcjg malejaca. Wynika to z tego, ze jesli wezmiemy optymalng Sciezke
(z4,y;) dla pola (xg,yo) oraz pole (x,y) dla g < = to dla pewnego i mamy z; = x + 1 to koszt
dojscia z (x,y0) do (z;,y;) to doktadnie |y; — yo|. Latwo zauwazy¢, ze jest to tez dolne szacowanie
tego kosztu dla pola (zg,yo). Kopiujac reszte $ciezki dostajemy, ze dist(xg,yo) > dist(x,yo). So
tatwo policzy¢. Bedziemy chcieli znalezé¢ wszystkie Sg.

Zauwazmy, ze nie oplaca nam sie skaka¢ do nastepnej kolumny na pole, ktére jest dalej niz w
sasiednim wierszu — gdyby taki ciag ruchéw byt optymalny to réwnie dobrze mozna by zmienié
wspOlrzedna y o 1 lub jej nie zmienia¢ (ktores z tych dwoch pol jest wolne) a potem powtodrzyé
dalszy ciag ruchow.

Ustalmy rzad 1 < y < n. Niech (z1,y — 1), (z2,y + 1) € Sq beda takie, 7e x1,x2 sa mozliwie
najmniejsze. Wowczas oczywiscie (min(xy,22) — 1,y) € Sgr1. Ponadto, jak pokazaliSmy, nie
oplaca sie skakaé o wiecej niz jeden wiersz, zatem jesli oznaczymy przez x najmniejsza liczbe taka,
ze pomiedzy (x,y) a (min(x1,x2) — 1,y) nie ma przeszkod to (z,y) € Sy41 oraz jest to minimalny
x o tej wlasnosci (nalezy oddzielnie uwzglednié¢ przypadek, gdy to pole ma odleglosé co najwyzej
d). Zatem majac Sq mozemy liniowo policzy¢ Sgy1. Oczywiscie interesuja nas tylko te wiersze
y, dla ktorych (0,y) ¢ S4. Zatem lacznie policzenie wszyskich istotnych Sy (i odpowiedzenie w
miedzyczasie na pytania — na kazde mozna odpowiedzie¢ po posortowaniu offline w czasie stalym
kiedy bedziemy je mija¢ podczas zamiatania) zajmie nam tyle, ile wynosi Y. dist(1,n).

Zlozonosé czasowa Zalozmy, ze m = n. Chcemy oszacowaé sume odleglosci do ostatniej
kolumny pol z pierwszej kolumny. Szacowanie gérne bedzie korzystaé¢ z nastepujacych §ciezek:

e idziemy do najblizszej liczby pierwszej, ktéra jest brana w co najwyzej A wierszach
e dla tej liczby pierwszej idziemy do korica

dla pewnej stalej A dobranej p6zniej.

W drugim kroku oczywiscie zaptacimy lacznie co najwyzej nA. Oszacujmy zatem koszt pier-
wszego. Mamy co najwyzej x liczb pierwszych, ktére sy zte (tzn. wystepuja czesciej niz A razy).
Niech p; bedzie i-tg liczba pierwsza. Oznaczmy G := max,,, <n(piy1 — pi). Miedzy kazda para
dobrych liczb pierwszych p, g ptacimy lacznie @ na dojscie dla przedziatu [p, ¢] na jego brzegi.
Rozbijmy koszt na dwa przypadki, zalézmy ze p; oraz p; sg dobre a p;y1...p;—1 s zte. Woéwezas
zaplacimy co najwyzej:



e gdyi+1 < Jj to dla pojedynczej pary (i, j) ptacimy (ps pl) < (G(j 0)° . Ale ponlewaz jest co
najwyzej x ztych liczb pierwszych to suma j—i—1w tym przypadku to co najwyzej x, zatem

mozna oszacowac y_; . G(J DE _ g2 > U— ’) =G5 U= = DL (j—i-— 1) 1<

(4,9) hS
OV +2(J —@—1) <R +Z(w)u) < G2(2" + Y 255 1)) -
o !
G + % i U=ty < GA(% + R3%) = G*% + G2 Dominujacy jest ostatni
sktadnik.

2 I .
e gdy i+ 1 = j to lacznie co najwyzej Ziw Sziw :Gziwz %

Zatem interesuje nas dobranie takiej A, ze nA—i—GQ% jest jak najmniejsze. Zatem nA = G2X—22

iA= (nGz)% czyli tacznie mamy %n%G%. Wstawiajac tam teoretyczne szacowania na G (https:
//en.wikipedia.org/wiki/Prime_gap) czyli G = O (n0'525) dostajemy O (nl'ﬁg). Wydawaloby
sie, ze to duzo, jednak mozemy powyzsze szacowania przeprowadzi¢ numerycznie.

Dla n = 100 000 mamy G = 72. Poniewaz powyzsze szacowania nie maja nieznanych staltych,
mozemy podstawi¢ dane by uzyska¢, ze suma odleglosci to co najwyzej 1.2 - 10%. Ale mozemy
przeszacowac lepiej. Powyzej zakladamy, ze mozemy mie¢ % kolejnych liczb pierwszych z odlegtos-
cia G miedzy kazda kolejng para - nalezaloby sie spodziewaé, ze hczby pierwsze wyste;pum gqsc1e_]

Przyjmijmy A = 200. Przeszacujmy jeszcze raz ), ; (pJ P =2 — 1)% <
5& Max (JTH) Dla danej wartosci A mamy max % ~ 70 000, zatem lacznie da to oszacow-

anie na liczbe operacji okoto 3.7 - 107. Gdyby$my zamiast szli do liczby pierwszej, szli do dowolnej
liczby, ktéra ma co najwyzej A przeszkdd, numerycznie daloby sie oszacowaé jeszcze lepiej.

Zadanie F

W zadaniu mamy dang figure sktadajaca sie z szeScianéw oraz kilka klockéw réwniez sktadajacych
sie z takich szeScianéw. Sumarycznie klocki moga sie sktada¢ maksymalnie z M < 22 takich
szesciandéw. Celem zadania jest okreslenie czy z tych klockéw da sie utozyé podang figure, a jesli
tak, to opisanie ktory klocek bedzie gdzie.

Y/

Przyktadowe klocki oraz ulozona z nich figure mozna zobaczy¢ na powyzszym rysunku.

Jak sie tatwo domys4lié, jedna z trudnosci zadania jest implementacja obracania klockéw wokot
osi OX, OY oraz OZ. Obroty takie implementuje sie bardzo podobnie do obrotéow wokot srodka
uktady wspotrzednych na ptaszczyznie w dwoch wymiarach. Obroét taki mozna wykonaé na przyktad
zamieniajac wszystkie wspotrzedne (z, y) na (y, —z). W trzech wymiarach, jesli chcemy wykonac na
przyktad obrot wokot osi OZ, mozemy zamienié wspotrzedne kazdego punktu (z,y, 2) na (y, —x, 2).


https://en.wikipedia.org/wiki/Prime_gap
https://en.wikipedia.org/wiki/Prime_gap

Wszystkich mozliwych obrotéw kazdego klocka jest do 24. Aby je tatwo wygenerowaé, mozemy
na przyklad wygenerowaé wszystkie obroty klocka wokét osi O X, kazdy z nich obréci¢ na 4 sposoby
wokoét osi OY, no i kazdy z tych klockéw obrécié jeszcze na wszystkie sposoby wokét osi OZ.
Tych obrotéw uzyskamy tacznie 64, dlatego musimy wyrzuci¢ powtérzenia. W tym celu przydaje
sie normalizacja, czyli przesuniecie klocka w ukladzie wspotrzednych na przyktad w taki sposéb,
zeby szedcian o najmniejszych (leksykograficznie) wspolrzednych mial wspotrzedne (0,0,0). W ten
spos6b w naszym zestawie jeden klocek nie bedzie wystapowal w dwoch mozliwych przesunieciach
wzgledem $rodka uktadu wspoélrzednych.

Teraz mogliby$my rozwiazaé¢ zadanie uzywajac backtrackingu — mogliby$my dla kazdego szes$-
cianu figury poczatkowej sprobowaé przylozy¢ w nim kazdy klocek, obrécony w kazdy mozliwy
sposob. Niestety, takie rozwigzanie w niektérych przypadkach moze byé¢ wolne i trudno jest je
bezposrednio przyspieszyc.

Tutaj z pomoca przychodza nam maski bitowe. Ponumerujmy wszystkie szeSciany docelowej
figury numerami od 1 do M. Teraz mozemy sprobowaé przyltozyé¢ kazdy obroét, kazdego klocka, w
kazdym miejscu do naszej figury, i jesli pasuje, to mozemy doliczy¢ maske bitowa tego dopasowania
do puli pasujacych masek dla tego klocka.

Nasze rozwigzanie teraz bedzie mialo forme backrtackingu, ale z zapamietywaniem odwied-
zonych stanéw. A mianowicie, dla maski bitowej niepokrytych szesciandw, oraz dla kolejnych nu-
meréw klockéw bedziemy prébowaé wszystkich dopasowan tego klocka do tych szesciandéw, a jezeli
ktore§ bedzie pasowato, to wywolamy sie rekurencyjnie. To rozwigzanie jest rozwigzaniem wzor-
cowym.

Nasuwa sie jeszcze pytanie, jaka jest ztozonosé backtrackingu z ostatniej fazy. Na pierwszy rzut
oka wyglada, ze dla 2™ . M stanéw sprawdzamy wszystkie mozliwe przytozenia maski bitowej danego
klocka, co brzmi na bardzo duza liczbe. Jednakze jest duzo lepiej, gdyz mozemy na przyklad za-
uwazy¢, ze po dolozeniu kilku klockéw o sumarycznie k szescianach, dla kolejnego klocka bedziemy
juz rozwazac tylko maski bitowe, ktére maja M — k bitéw. Zatem liczba rozpatrywanych stanéw
bedzie wynosi¢ co najwyzej 2M, a im wicksze bedg klocki, tym wiecej beda mialy dobrych przypa-
sowari, ale liczba masek bitowych do rozpatrzenia bedzie sie zmniejszac.

Zadanie G

W zadaniu mamy dane n ofert pracy, kazda oferta pracy jest wazna od chwili s; do chwili e,
jej warto§¢ po zaakceptowaniu wynosi v;, ale pojawia sie ona z pewnym prawdopodobienistwem
pi- Mozemy zaakceptowaé tylko jedng oferte, jaka jest warto$¢ oczekiwana uzyskanej oferty przy
optymalnej strategii akceptacji ofert?

Zacznijmy od nieefektywnego rozwigzania za pomocg programowania dynamicznego. Oznaczmy
poprzez dp[t][S] wartosé¢ oczekiwana optymalnej strategii wybierania ofert, jesli nie rozwazylismy
jeszcze przedzialéow o s; >=t, a zbior S oznacza istniejace przedzialy spelniajace s; <t < e;.

Takie programowanie dynamiczne mozna w prosty sposoéb liczyé:

e Jesli w chwili ¢ dodajemy nowa oferte 7, to dp[t][S] = p,-dp[t+1][SU{r}]+(1—p,)-dp[t+1][S];
o Jesli w chwili ¢ koriczy sie oferta r € S, to dp[t][S] = max{dp[t + 1][S\ {r}], v+ };
e Jesli w chwili ¢ koriczy sie oferta r ¢ S, to dpl[t][S] = dp[t + 1][5].

Kluczowa obserwacja jest taka, ze wystarczy rozwaza¢ zbiory S spetniajace |S| < 1. Formalniej
zapisujac, dla dowolnego zbioru |S| > 2, istnieje element s € S, ze dplt][s] = dp[t][S].



Dowod tej obserwacji jest indukcyjny wzgledem czasu t. Dlat = n+n, nasza teza jest prawdziwa,
bo jedyny mozliwy zbiér S, to zbioér pusty. Dla ¢t < n+n i ustalonego zbioru .S, rozwazmy mozliwe
przej$cia w naszej indukcji.

e Dla przejscia dp[t][S] = p, - dp[t + 1][SU{r}] + (1 — p,) - dp[t + 1][S] rozwazmy dwa elementy
e1 € SU{r}, ex € S, ktore spetniaja dp[t + 1]le1] = dp[t + 1][S U {r}] oraz dp[t + 1][es] =
dp[t + 1][S]. Zauwazmy, ze zachodzi e; = es lub e; = r. Korzystajac z tej zaleznosci mozemy
wywnioskowaé, ze dplt][e2] = dpl[t][S];

e Dla przejscia dp[t][S] = max{dp[t+1][S\{r}], v, }, jesli v, maksymalizuje wartosc¢, to dplt][r] =
dp[t][S]. W przeciwnym przypadku, istnieje element e € S\ {r}, ktory spelnia dp[t][e] =
dp[t + 1][S \ {r}]. Wowczas zachodzi dplt][e] = dplt][S];

¢ Dla ostatniego przejscia, korzystamy z zalozenia indukcyjnego dla dp[t+1][S] i wprost z niego
wynika dowod dla stanu dpl[t][S].

Obserwacja ta pozwala nam na optymalizacje naszego dynamika do zlozonosci O(n?), co nie
jest jeszcze wystarczajace do zaakceptowania zadania.

Aby zoptymalizowa¢ powyzsze rozwiazanie, rozpiszmy przejscia dynamika z |S| < 1 w nieco
inny sposob:

e Jesli w chwili ¢ dodajemy nowy oferte r, to dla kazdej istniejacej oferty s # r zapisujemy
dp[t][s] = max{dp[t + 1][s], (1 — p,) - dp[t + 1][s] + pr - dp[t + 1][r]}, a stan dp][t][r] usuwamy;

e Jesli w chwili ¢ usuwamy oferte 7, to dodajemy stan dp[t][r] = max{dp[t+1][0], v, }, a pozostalte
stany pozostaja bez zmian.

Powyzszy wzor jesteSmy w stanie liczy¢ dosé szybko na dowolnej strukturze, ktéra pozwala nam
na nastepujace operacje:

e Usuil element o wartosci v;
e Dodaj element o wartosci v;

e Zmodyfikuj wszystkie elementy o wartosci < v wzorem « - v + 5. Zauwazmy, ze ta operacja
nie zmienia kolejnosci sortowania elementéw.

Pierwsza struktura, ktéra przychodzi na mysl, jak widzimy takie operacje, to zbalansowane
drzewo binarne, przykladowo treap. W czasie O(log n) mozna wszystkie powyzsze operacje rozwiazac
na tej strukturze danych.

Zadanie to mozna rozwiazaé jednak prosciej, za pomoca struktury pierwiastkowej. Idea jest taka,
aby utrzymywaé¢ aktywne stany, posortowane po wartosciach dynamika, w kubetkach o dtugosci
pierwiastkowej. Pierwsze dwie operacje sa latwe do wykonania na tej strukturze, wiec skupmy sie
na trzeciej.

Dla kazdego kubetka bedziemy utrzymywacé pare liczb « i 3, ktére oznaczaja, ze prawdziwa
warto$é kazdego elementu w tym kubetku wynosi a - v + 5. Woéwczas, wystarczy przeiterowaé sie
po wszystkich kubetkach, ktére maja wszystkie elementy < v z naszego zapytania i odpowiednio
zmodyfikowa¢ ich wartos$ci a1 8. Z kolei w jedynym kubelku w ktérym mamy wartosci mniejsze i
wieksze od v, mozemy przeiterowaé sie po wszystkich elementach i je odpowiednio zmodyfikowac.

Ztozonos$¢ takiego rozwiazania, to O(#buckets + #bucket length), co przy odpowiednio do-
branych parametrach daje nam zlozonosé O(y/n) na zapytanie. Pozwala to na zaakceptowanie
danego zadania.



Zadanie H

Zadanie 1

W zadaniu dane sg trzy odcinki: AB réwnoleglty do osi OY, CD zawarty wewnatrz AB oraz
EF, ktory znajduje sie na lewo od AB oraz na prawo od osi OY. Wszystkie wspotrzedne sg liczbami
catkowitymi. Nalezy sprawdzié¢, czy istnieje polprosta zaczynajaca sie w (0, 0) i przecinajaca tylko
odcinek AB.

Rozwiazanie: Zauwazmy, ze odcinek CD wydziela z AB dwa odcinki (by¢ moze zdegen-
erowane do punktu): AC oraz DB. Wystarczy wiec sprawdzi¢, czy istnieje polprosta przechodzaca
przez jeden z nich, ale nie przez FF i nie przez punkty C ani D.

Rozwazmy polprosta przechodzaca przez AC, drugi przypadek jest analogiczny. Kiedy taka
polprosta moze istnie¢? Wtedy, gdy odcinek E'F nie "zastania" calego odcinka AC.

Zeby to sprawdzi¢, mozemy rzutowaé odcinek EF na prosta zawierajaca odcinek AC i sprawdzic
czy punkt E’ (rzut punktu F) jest powyzej A lub F’ jest ponizej C:



-2

Wspohrzedna y punktu £’ mozna obliczy¢ w nastepujacy sposob:

Ey

Interesujace nas poréwnanie punktow E’ oraz A ma zatem postac:

E, > A,

E
E—z~Aw>Ay

E,-A, > A, -E,

Poréwnianie F’ z C jest analogicznie

Uwagi:

e Po rzucie odcinka EF, punkt F’' moze by¢ nizej niz E’, wtedy trzeba poréwnaé pozycje F’ z
Aoraz E' z C.
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e Trzeba uwazac¢ na overflow przy wykonaniu mnozenia (najlepiej uzyé¢ wiekszego typu, np.
long long).

e Jezeli do obliczen uzywasz liczb zmiennoprzecinkowych albo funkcji trygonometrycznych,
pamietaj o korzystaniu z long double (i np. atan2l), inaczej precyzja bedzie niewystar-
czajaca.

Zadanie J

Rozwiagzanie istnieje gdy poczatkowo pionki stoja na polach (z4,ya), (Ts, yp) takich, ze nie zachodzi
|Za — xp] = |ya — yp| = 1 (to znaczy, gdy pola nie sasiaduja rogami). Istnieje wowczas sekwencja
ruchéw taka, ze pionki znajda sie w jednym polu. Wéwczas mozna ja odwrécié, tylko zamieniajac
ich role. Jesli x, = x; albo y, = v to rozwiagzanie jest proste - woéwczas pionki po prostu ida w
swoja strone i kazdy ruch w tej osi jest dozwolony, bo miedzy kazda para kolejnych poél beda czarne
i biale zetony. Zalézmy dalej bez straty ogédlnosci, ze y, > y, + 2 oraz x, < xp:
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Potem odwracamy ruchy - ruszamy A do gory, potem A w lewo itd.

Zadanie K

W zadaniu mamy dane drzewo o n wierzchotkach przy czym i-ty z nich jest etykietowany liczba
catkowita d;. Dla kazdego wierzchotka v nalezy obliczy¢ iloczyn funkcji J obliczonej dla kazdego
poddrzewa powstatego z usuniecia wierzchotka v z grafu:

oo
J= "t Wen,
t=1

Gdzie wspolczynniki W sa dane (przy czym Wy = 0), a cut; to liczba etykiet w danym pod-
drzewie, ktore sa wielokrotnosciami t¢.

Zalézmy, ze mamy obliczony wspoélczynnik J pewnego poddrzewa i rozwazmy jak wyglada jego
aktualizacja jesli dodaliby$Smy wierzcholek o etykiecie d. Gdyby$my znali wartosci cnt; dla wszys-
tkich dzielnikéw etykiet z poddrzewa, mogliby$my zaktualizowaé¢ warto$¢ J iterujac po wszystkich
dzielnikach d:

J =J + Jt|dt : chttJrl —t- chtt

Wartosci cnt; mozemy utrzymywaé wprost, poniewaz interesuja nas tylko ¢ < n. W ten sposob
mozemy uzyskaé strukture danych, ktéra utrzymuje wartosé J wymagajac O (n) pamieci i pozwala
dodaé¢ oraz usunaé¢ (w analogiczny sposob) wierzchotek w czasie liniowym wzgledem liczby dziel-
nikow jego etykiety. Przy jej uzyciu bedziemy oblicza¢ wartosci J dla poddrzew. Méwiac doktadniej,
przechodzac po drzewie algorytm obliczy wspoétczynnik J dla wszystkich poddrzew w ukorzenionym
drzewie w taki sposob, 7e kazdy wierzchotek drzewa zostanie dodany i usuniety ze struktury O (logn)
razy. Osiagniemy to za pomoca techniki "mniejszy do wiekszego".

Bedziemy przetwarzaé¢ wierzcholki uzywajac przeszukiwania w glab (dfs) zaczynajac w dowolnie
wybranym korzeniu. Podczas przechodzenia drzewa bedziemy utrzymywac¢ niezmiennik, ze w mo-
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mencie gdy zaczynamy przetwarzanie wierzcholka, struktura jest pusta, a gdy konczymy, zawiera
ona doktadnie wierzcholki z jego poddrzewa. Wchodzac do nowego wierzchotka v:

1. Rekursywnie przetwarzamy wszystkie dzieci v z wyjatkiem jednego o najwiekszym poddrzewie
(y). Po przetworzeniu kazdego poddrzewa, przechodzimy je jeszcze raz usuwajac wszystkie
wierzchotki ze struktury danych.

2. Rekursywnie przetwarzamy dziecko v o najwiekszym poddrzewie (y).

3. Dodajemy v do struktury oraz wszystkie wierzchotki z poddrzew dzieci v z pierwszego punktu.
Wtedy struktura zawiera wszystkie wierzcholtki z poddrzewa v, wiec mozemy zapisa¢ wartosé
J dla poddrzewa v.

Powyzsza procedura oblicza wspoétczynnik jakosci dla podrzew wszystkich wierzchotkéw. Do uzyska-
nia wyniku bedziemy réwniez potrzebowac¢ wynikow dla ich dopelnien (tzn. dla kazdego wierzchotka
v musimy jeszcze zna¢ J dla zbioru wszystkich wierzchotkéw w grafie oprocz tych w poddrzewie
v). Te warto$ci mozna uzyskaé¢ utrzymujac siostrzang strukture, w ktorej na poczatku sa wszystkie
wierzchotki. Za kazdym razem, gdy do pierwszej struktury dodajemy wierzchotek, bedziemy go
usuwac z drugiej i na odwrdédt: gdy z pierwszej usuwamy, do drugiej dodajemy.

Teraz pozostaje pokazac, ze kazdy wierzcholek jest dodany lub usuniety ze struktury O (logn)
razy. Rozwazmy moment przetwarzania pewnego wierzchotka v. W jego trakcie do struktury doda-
jemy i usuwamy po jednym razie wszystkie wierzchotki nalezace do poddrzew dzieci v z wyjatkiem
tego o najwiekszym poddrzewie (usuwamy w kroku pierwszym a dodajemy w trzecim). Pozostale
operacje sa dokonywane podczas przetwarzania innych wierzchotkéw. Rozwazmy dowolny wierz-
chotek u dodawany i usuwany ze struktury podczas przetwarzania v. Zauwazmy, ze:

e v jest przodkiem u w ukorzenionym drzewie.

e Niech z bedzie ostatnim przodkiem u przed v: poniewaz x nie jest dzieckiem v o najwiekszym
poddrzewie (a przynajmniej nie jedynym, poniewaz y # z), poddrzewo v jest co najmniej
dwa razy wieksze niz poddrzewo z.

Z powyzszego wynika, ze dla ustalonego u moze istnie¢ co najwyzej O (logn) takich v, podczas
przetwarzania ktorych v moze by¢ dodawane / usuwane ze struktury.

Wobec tego algorytm wykonuje O (nlogn) operacji na strukturze. Oznaczajac przed S sume
liczb dzielikow d; (mamy oszacowanie S < 240n), otrzymujemy algorytm o ztozonosci O (S logn).

Bonus: rozwiazanie bez loga

Kompresja drzewa do zbioru wierzchotkow S to stworzenie drzewa na wierzchotkach T' = {lca(a, b) :
a,b € S}idodanie krawedzi, jesli para roznych wierzchotkow z T nie ma na $ciezce miedzy soba zad-
nego innego wierzchotka z T. Mozna pokazaé, ze |T| < 2|S| — 1. Wiecej materialow tutaj: Zadanie
Kolacje z XXVI OI, omdwienie pewnego zadania z Atcoderal Kompresje te mozna znalezé liniowo
od |S|, wykorzystujac algorytm na LCA (najnizszego wspolnego przodka) w czasie staltym (Blog
na Codeforces) lub, bardziej praktycznie, w O (na(n)) bazujacym na Union-Findzie Algorytmem
Tarjana.

Dla kazdej krawedzi i kazdego d bedziemy chcieli wskazaé wartosé funkcji z zadania dla konkret-
nego d biorac pod uwage wierzchotki ktére sa po tej samej stronie tej krawedzi co jeden z jej konicow
i na koncu wziaé sume po d dla kazdej krawedzi. Dla kazdego d rozwazmy drzewo skompresowane do
tych wierzchotkéw, ktére maja wagi bedace wielokrotnodciami d. Majac juz je, mozemy na kazdej
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Sciezce odpowiadajacej krawedzi w skompresowanym drzewie zamiesci¢ informacje o tym ile jest w
dot i w gore wielokrotnosci d. Stosujac sumy prefiksowe, mozemy to zrobi¢ w czasie liniowym od
rozmiaru drzewa po kompresji, propagujac je dopiero na koricu jak juz zajmiemy sie wszystkimi d.
Zatem lacznie da nam to czas liniowy od sumy liczby dzielnikéw.

Zadanie L

W tym zadaniu mieliémy dane pie¢ sytuacji na boisku. Dla kazdej z nich dostali$my informacje
ile razy sie zdarzyta podczas meczu oraz liczbe sekund, ktorg arbiter powinien doliczyé do podsta-
wowego czasu gry za kazde zajScie takiej sytuacji. Pytaniem jest ile minut musi ostatecznie doliczy¢
arbiter na koniec meczu.

Aby rozwiaza¢ zadanie nalezato dla kazdej z tych sytuacji pomnozy¢ liczbe sekund z tresci razy
liczbe zaj$¢ danej sytuacji. Nastepnie nalezalo dodaé¢ do siebie te wszystkie wyniki, a na koniec
podzieli¢ przez 60.

Ewentualnymi miejscami w ktérych mozna bylo tutaj popeli¢ btad bylo zaokraglenie w gore
przy dzieleniu (wystarczylo sprawdzi¢ czy liczba jest podzielna przez 60 i ewentualnie dodaé¢ do
wyniku dzielenia catkowitego warto$¢ 1), albo mozna byto zapomnie¢ o uzyciu typu long long (co
prawda wynik koricowy miescil si¢ w zakresie typu int, ale za to wyniki posrednie niekoniecznie).

Zadanie M

W zadaniu mamy dany zbiér liczb M, z ktérych wszystkie sa z przedziatu [0,2% — 1] (dla k = 20)
i reprezentuja maski bitowe. Nastepnie mamy dane duzo zapytan sktadajacych sie z dwoch liczb a
i b, reprezentujacych maski z tego samego przedzialu. Zadanie polega na znalezieniu dla kazdego
takiego zapytania maski m € M, ktora zarazem jest podmaska maski a (czyli kazdy bit, ktory jest
zapalony w masce m, musi tez by¢ zapalony w masce a), ale tez m nie moze by¢ podmaska maski
b.

Przeanalizujmy najpierw jedno zapytanie. Zauwazmy, ze jesli znaleziona przez nas maska m nie
moze by¢ podmaska maski b, to znaczy, ze musi istnie¢ co najmniej jeden bit, ktéry jest zapalony w
masce m, za to nie jest zapalony w masce b. Zatem dla takiego zapytania wystarczy, ze sprawdzimy
wszystki bity ¢, ktére nie sa zapalone w masce b, a nastepnie sprobujemy dla kazdego z nich znalezé
maske z M, ktora zarazem jest podmaska maski a, ale tez ma na pewno zapalony bit <.

Zauwazmy teraz, ze réznych zapytan powyzszego typu moze by¢ co najwyzej 229-20 ~ 20 000 000,
co nie wydaje sie by¢ duza liczba ani ze wzgledu na uzyta pamie¢, ani ze wzgledu na czas dziatania
programu. Zatem mozemy napisaé¢ program, ktéry dla kazdej pary a oraz ¢ wyznaczy pewna maske
ze zbioru M, ktéra zawiera sie w a i ma zapalony bit . Uzyjemy do tego celu programowania
dynamicznego na maskach bitowych.

Niech DP[a][i] oznacza dowolng maske z M, ktora jest podmaska a oraz ma zapalony bit i.
Zauwazmy, ze na poczatku mozemy dla kazdej maski m € M oraz dla kazdego zapalonego w niej
bitu ¢ ustawi¢ DP[m][i] = m. Pozostale wartosci mozemu ustawi¢ na przyktad na —1. Nastepnie,
dla kazdej maski a (rozpoczynajac iteracje od najmniejszych wartosci do najwiekszych) i dla kazdego
bitu ¢ mozemy sprobowa¢ zgasi¢ w a pewny bit j inny niz ¢. Jezeli po zgaszeniu pewnej takiej
wartosci j maska ma jakie§ rozwigzanie, to mozemy przypisaé to rozwigzanie do DP[a][i]. W
przeciwnym przypadku DPla][i] = —1.
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Oszacujmy ztozonosc¢ tego rozwigzania. Przyjmujac, ze w zadaniu mamy @ zapytan, poczatkowe
liczenie tablicy DP zajmuje O (2% - k?) czasu. Nastepnie odpowiedzenie na kazde zapytanie zajmuje
O (k) czasu, co oznacza, ze calkowity czas dzialania programu to O (2% - k% + Q- k), natomiast
pamie¢ to O (2F - k), co miescilo si¢ w limitach.

Uzywajac operacji bitowych (przy zalozeniu, Ze rozmiar stowa maszynowego jest > k) mozemy
przyspieszy¢ powyzszy algorytm. Zauwazmy ze w przejéciu przy DP mozemy, iterujac sie po bitach
sprawdza¢ w O (1) czy podmaska bez danego bitu daje nam jakie§ nowe maski z M odpowiadajace
bitom, ktorych jeszcze nie mamy. Natomiast przy zapytaniu mozemy sprawdzi¢ (ANDem) czy
przekrdj niepustych pél z DP[a] oraz zgaszonych bitéw b jest niepusty. Daje nam to zlozonosc
czasowy O (2 - k + Q), bez zmiany zlozonosci pamigciowej.

0.1 Alternatywne rozwigzanie

Zauwazmy, ze w zapytaniu mozemy bez straty ogélnosci zalozyé, ze b jest podmaska a. Dzieje sie
tak, bo interesuja nas tylko bity, ktére sg zapalone w a.

Oznaczmy przez suml|i] liczbe podmasek i nalezacych do M. Mozna policzy¢ suml[i] za po-
moca programowania dynamicznego (Sum Over Subset, [https://codeforces.com /blog/entry /45223])
w czasie O (2% - k) i pamieci O (2¥). Za pomoca tablicy sum mozna latwo stwierdzi¢ czy maska
bedaca podmaska a i niebedaca podmaska b istnieje — wystarczy sprawdzi¢ czy sumla] > sum[b]
(przypomnijmy o zalozeniu, ze b jest podmaska a). Pokazemy jak mozna taka maske odzyskaé, a
nawet wylistowac ¢ takich masek w O (tk).

Przeiterujmy sie po bitach. Rozwazamy i-ty bit, a’, b’ s podmaskami a, b z usunietym i-tym
bitem. Jezeli sum[a’] > sum[b'] to mozemy ograniczy¢ sie do szukania dla pary (a’,b'). Dodatkowo,
konstrukcja ta ma te wlasnosé, ze jesli na konicu powstalta para ( a, b) to a € M. Jest to dosy¢ proste
do udowodnienia - jesli istnialaby inna maska spetniajaca warunki dla pary ( a, b) i roznitaby sie na
i-tym bicie to rozwazajac wczesniej i-ty bit, zmienilibySmy pare na taka, ktéra nie ma go zapalonego,
co daje sprzeczno$¢. Mozna pokazaé¢ nawet wiecej, jest to najmniejsza maska spelniajace warunki
z zapytnania. Modyfikujac odpowiednio ten algorytm, mogliby$Smy pytaé¢ o ¢-ta najmniejsza maske
w O (k).

Ztozono$¢é czasowa tego rozwiagzania to O (2’C k4 Q- k), natomiast pamieciowa to O (2’“).

Zadanie N

W zadaniu jest dane N par liczb, kazda z zakresu od 0 do N. Liczba 0 oznacza, ze dana pozycja
jest wolna, kazda inna warto$¢ oznacza, ze dana pozycja jest zajeta przez te liczbe (np. para 0 10
ma pierwsza pozycje wolna, a druga zajeta przez liczbe 10). Kazda liczba od 1 do N pojawi sie
na wejsciu co najwyzej dwa razy. i-ta para jest poprawna, jezeli na obu pozycjach jest i. Naszym
zadaniem jest tak uzupelni¢ pary, zeby kazda liczba od 1 do IV pojawila sie dokladnie 2 razy, oraz
zeby bylo jak najwiecej poprawnych par i jedynie wypisaé liczbe poprawnych par w optymalnym
uzupelnieniu.

Obserwacja: Zauwazmy, ze wystarczy jedynie policzy¢ pary, ktére mozna uzupelni¢ poprawnie.

Nie musimy sie przejmowaé¢ niepoprawnymi parami — je zawsze da sie uzupenié liczbami, ktérych
poprawne miejsce bylo juz zajete albo jedno z wystapien bylo na ztej pozyciji.
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Rozwiazanie: Stworzmy najpierw tablice i zapiszmy do niej, jaka warto$¢ znajduje sie na
kazdej pozycji. Nastepnie obliczmy, ile razy wystepowala kazda z liczb. Mozemy to zrobi¢ przy
pomocy dodatkowej tablicy (gdzie i-ta pozycja to liczba wystapieni liczby 7): przechodzimy po
pierwszej tablicy i odpowiednio zwiekszamy wartosci w drugiej tablicy. Teraz wystarczy zliczy¢
pary, ktére mozna poprawnie uzupetnié. i-ta para moze byé poprawnie uzupelniona, gdy:

e obie pozycje sa od poczatku poprawne (obie wartosci sa rowne i),

e jedna pozycja to 0, druga to i oraz licznik wystapien i jest rowny jeden (jezeli licznik byltby
rowny dwa, to druga liczba i jest juz uzyta gdzies indziej),

e obie pozycje sa réwne 0 i licznik wystapien ¢ jest rowny zero.

Zadanie O

W zadaniu dane sg trzy ciagi, kazdy ztozony z N zer i N jedynek, nazwijmy je A, Bi C.
Niech pref 4, oznacza ciag sum prefiksowych stworzony z ciagu A, tzn. pref 4[1] = A[1],
pref 4[2] = A[1] + A[2], pref 4[3] = A[1] + A[2] + A[3], itd.

Chcemy sprawic¢, zeby dla kazdego i od 1 do 2+ N zachodzilo pref 4[i] < prefz[i] < pref[i]. W
tym celu mozemy zamieni¢ sgsiednie elementy w dowolnym z ciagéw. Mamy wypisaé, ile minimalnie
trzeba wykonaé takich operacji, zeby zachodzita powyzsza zaleznoscé.

Obserwacja 1.: Niech pos 4[i] oznacza pozycje i-tej jedynki w ciagu A. Zauwazmy, ze wyma-
gana wlasciwosé:

W1 : Dla kazdegoiod1do2 - N : pref 4[i] < prefg[i] < pref[i]
Zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy zachodzi:
Wy : Dla kazdegoiod1do N : posyli] > posgli] > posc[i]
Skrotowy dowdd, przy ograniczeniu do tylko dwoch ciagow, A i B:

e Jezeli zachodzi Wy to w oczywisty sposob zachodzi Wi: skoro w ciggu A kazda jedynka jest
na tej samej lub pézniejszej pozycji co w ciagu B oraz liczba jedynek jest réwna, to sumy
prefiksowe beda mniejsze lub réwne.

e W druga strone skorzystamy z dowodu nie wprost. Zalézmy, ze zachodzi Wi, ale nie za-
chodzi W5. Zatem istnieje pozycja j taka, ze posalj| < posglj], czyli j-ta jedynka wystepuje
wezesniej w ciggu A niz w B. Wezmy najmniejsze takie j i niech p = poss[j]. Zatem j-ta
jedynka wystepuje w ciagu A na pozycji p, ale w ciggu B j-ta jedynka wystepuje poOzniej.
Zatem prefalp] = j i prefplp] < j. Czyli prefalp] > prefp[p]. Zachodzi sprzecznosé z
zalozeniem, zatem jezeli zachodzi W; to zachodzi tez Ws

Obserwacja 2.: Ustalmy ¢, i popatrzmy na zamiany i-tych jedynek w kazdym z trzech ciggow
w jakim$§ optymalnym rozwiazaniu. Zauwazmy, ze jezeli zamieniliSmy i¢-ta jedynke w ciagu B
w lewo, to zamiast tego mozemy zamienié¢ i-ta jedynke w ciaggu A w prawo, zeby zachowaé Ws.
Analogicznie, zamiast zamiany w prawo w B, mozemy zamieni¢ w lewo w C. Powtarzajac ta
operacje, otrzymamy rozwigzanie, w ktérym jedynki w ciaggu B nie zmieniaja swoich pozycji.
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Rozwiazanie: Wystarczy zatem zsumowaé dla kazdego i:
max(0, posg[i] — posali]) + max(0, posci] — posp[i])

Taka liczba zamian jest wystarczajaca: kazda jedynka z ciaggu A oraz C, ktora byta ustawiona
niepoprawnie zrowna sie pozycja z jedynka z B. Nie bedzie tez problemu, ze zamieniajac jakas
jedynke, zmienimy pozycje innej: jedynki w ciagu B sa ustawione w kolejnosci, a zamieniajac
jedynki w ciggu A oraz C, tylko je doréwnujemy do pozycji jedynki w B. Jedynki w ciagu A mozna
zamieni¢ idac od lewej strony (bo zawsze przesuwamy je w prawo), a jedynki w ciggu C idac od
prawej (bo przesuwamy je w lewo).

Zauwazmy tez, ze rozwiazanie korzystajace z mniejszej liczby jedynek nie bedzie poprawne: w
takim rozwigzaniu zostanie jaka$ jedynka, ktéra wciaz bedzie na ztej pozycji.
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