
Rozwi¡zania zada« z Mistrzostw Polski Szkóª �rednich w
Programowaniu Zespoªowym 2024

Zadanie A

W zadaniu dane mamy wyniki dwóch meczów pomi¦dzy dwoma dru»ynami, gdzie pierwszy mecz byª
rozgrywany na stadionie pierwszej dru»yny, a drugi na stadionie drugiej dru»yny. Zadanie polega
na okre±leniu która dru»yna wygraªa ten dwumecz, zakªadaj¡c »e w przypadku remisu wygrywa
dru»yna, która ma wi¦cej strzelonych bramek na wyje¹dzie.

Rozwi¡zanie tego zadania to nic innego jak sprawdzenie która dru»yna strzeliªa sumarycznie
wi¦cej goli, a w przypadku równej ilo±ci bramek, sprawdzenie która miaªa wi¦cej bramek strzelonych
na wyje¹dzie.

Zadanie B

W zadaniu mamy dane N punktów p1, . . . , pN na osi OX, wszystkie z przedziaªu [0, D]. Ka»dy
z tych punktów ma okre±lony promie« zasi¦gu ri (w lewo i prawo) oraz koszt ci, który mo»emy
zapªaci¢ aby zwiekszy¢ ten promie« o 1 (mo»na t¦ akcj¦ wykona¢ kilkukrotnie). Naszym celem jest
zwi¦kszenie promieni w taki sposób, »eby »adne zasi¦gi dwóch punktów nie przecinaªy si¦ i »eby
pokryªy one co najmniej caªy przedziaª [0, D] (mog¡ pokrywa¢ szerszy obszar), a je±li jest kilka
rozwi¡za«, to aby koszt byª najmniejszy.

Gªównym spostrze»eniem, którego trzeba dokona¢ w tym zadaniu jest to, »e je»eli ustalimy ju»
promie« jednego z punktów, to okazuje si¦, »e promie« ka»dego kolejnego musi mie¢ ju» konkretn¡,
zale»n¡ od niego warto±¢. Zatem wystarczy nam ustali¢ jaki b¦dzie promie« pierwszego punktu, a
nast¦pnie policzy¢ czy wtedy pozostaªe promienie b¦d¡ poprawne i jaki osi¡gniemy wtedy koszt.

Zªo»ono±¢ powy»szego rozwi¡zania naturalnie mo»emy oszacowa¢ jako O(N ·D), gdy» pierwszy
promie« mo»e mie¢ co najwy»ej D ró»nych warto±ci, a dla ka»dej z nich mamy do sprawdzenia N
punktów. Jednak»e, je±li napiszemy to rozwi¡zanie sensownie (czyli b¦dziemy przerywa¢ dan¡ iter-
acj¦ w momencie, gdy wiemy, »e jest zªa), okazuje si¦, »e mo»emy równie» oszacowa¢ to rozwi¡zanie
jako O(N + D) = O(D)! Aby to uzasadni¢, we¹my pewn¡ iteracj¦ oraz przyjrzyjmy si¦ punktom

styku s¡siednich promieni. Jak si¦ dokª¡dniej przyjrzymy, to zde�niowanie jednego takiego punktu
jednoznacznie de�niuje nam pozycje pozostaªych. Oznacza to, »e ka»dy taki punkt mo»e wyst¡pi¢
tylko w jednej iteracji p¦tli, a punktów takich jest O(D). To rozwi¡zanie oczywi±cie mie±ciªo si¦ w
limitach.

Na koniec mo»emy zauwa»y¢, »e w zadaniu istnieje tak»e rozwi¡zanie o zªo»ono±ci O(N), wystar-
czy znale¹¢ zakres dobrych promieni dla pierwszego punktu. Aby to zrobi¢, nale»y sprawdzi¢
ka»dy kolejny punkt i zwery�kowa¢, czy nie wpªynie on na zmniejszenie naszego zakresu (dla
pierwszego punktu), a je±li tak, to odpowiednio zmniejszy¢ ten zakres. Maj¡c dany ten zakres
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mo»emy zauwa»y¢, »e zwi¦kszenie promienia o 1 dodaje nam do sumarycznego kosztu wszystkie ci
dla nieparzystych warto±ci i, a odejmuje te z parzystych pozycji. Dlatego te» rozwi¡zaniem b¦dzie
jeden ze skrajnych punktów tego zakresu.

Zadanie C

Tre±¢ zadania

W zadaniu otrzymujemy liczb¦ pocz¡tkow¡ S, ko«cow¡ T , górny limitM , oraz ci¡g znaków dªugo±ci
N , skªadaj¡cy si¦ z W, P i ?. Rozpoczynamy z liczb¡ S i patrzymy na kolejne znaki w ci¡gu. W
przypadku W, podwajamy aktualn¡ warto±¢, a w przypadku P dzielimy j¡ bez reszty przez 2. Warto
od razu pomy±le¢ o bitowej reprezentacji naszej liczby � wtedy operacje s¡ równowa»ne usuni¦ciu
ostatniego bitu i dopisaniu na ko«cu 0. Je±li natra�my na ? to musimy wybra¢ jedn¡ z tych
operacji. Na koniec takiego procesu chcemy otrzyma¢ liczb¦ T , a tak»e nigdy nie przekroczy¢ M .

Uproszczony problem

Zignorujmy na razie górny limit. �eby nasze zadanie byªo w ogóle mo»liwe do wykonania, S i T
musz¡ mie¢ jaki± wspólny pre�ks (kilka najbardziej znacz¡cych bitów musi by¢ taka sama). Co
wi¦cej, za tym wspólnym pre�ksem w T mog¡ znale¹¢ si¦ ju» tylko bity 0.

Mo»emy wi¦c policzy¢, ile bitów musimy co najmniej i co najwy»ej usun¡¢ z S, »eby móc
osi¡gn¡¢ warto±¢ T . Dla przykªadu, je±li S to 1010101, a T to 1010, to z S musimy usun¡¢ co
najmniej 3 bity, oraz nie mo»emy usun¡¢ ich wi¦cej ni» 4.

Podczas samego procesu wykonywania operacji potrzebujemy trzyma¢ tak naprawd¦ niewiele
informacji:

� pozycj¦ najbardziej znacz¡cego bitu aktualnej warto±ci (mamy tylko logarytmicznie wiele
mo»liwo±ci)

� czy usun¦li±my ju» minimaln¡ liczb¦ bitów wymagan¡ do osi¡gni¦cia T (oczywi±cie 2 mo»li-
wo±ci)

Zauwa»my, »e je»eli na koniec procesu pozycja najbardziej znacz¡cego bitu zgadza si¦ z t¡ w T oraz
usun¦li±my wymagan¡ liczb¦ bitów z naszej warto±ci, a podczas wykonywania operacji nigdy nie
usun¦li±my wi¦cej bitów ni» maksymalna dozwolona liczba, to na sam koniec otrzymali±my T . Takie
sformuªowanie problemu narzuca proste rozwi¡zanie korzystaj¡ce z programowania dynamicznego.

Górny limit

Jakie informacje musimy dodatkowo trzyma¢ w przypadku górnego limituM? Na szcz¦±cie niewiele
wi¦cej � je»eli po prostu otrzymaliby±my limit na pozycj¦ najbardziej znacz¡cego bitu, to nie musimy
pami¦ta¢ niczego wi¦cej. Niestety, w zale»no±ci od tego, ile usun¦li±my ju» bitów z pocz¡tkowej
warto±ci, taki górny limit b¦dzie si¦ zmieniaª. Na przykªad dla S równego 101 oraz M równego
100000, do S mo»emy dopisa¢ maksymalnie 2 zera, ale po usuni¦ciu ostatniego bitu b¦dziemy w
stanie dopisa¢ ju» 3.

Zawua»my, »e taki fenomen mo»e wydarzy¢ si¦ tylko raz, gdy porównuj¡c pre�ksy reprezentacji
bitowych obu liczb, pierwszy ró»ny bit jest zapalony w S i zgaszony w M . Wtedy po usuni¦ciu
tego bitu z S limit na pozycj¦ najbardziej znacz¡cego bitu podniesie si¦ nam o 1.
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Potrzebujemy wi¦c w naszym rozwi¡zaniu trzyma¢ jedn¡ dodatkow¡ informacj¦ � czy górny limit
na pozycj¦ najbardziej znacz¡cego bitu nam si¦ podniósª, czy nie. Rozwi¡zanie zadania wygl¡da
analogicznie do wersji uproszczonej � korzystamy z programowania dynamicznego, gdzie trzymamy
4 · log2(max(S, T,M)) ró»nych stanów.

Notka

Istnieje du»o innych rozwi¡za« o podobnych zªo»ono±ciach. Korzystaj¡c ze strategii zachªannej
mo»na nawet uzyska¢ liniow¡ zªo»ono±¢ obliczeniow¡.

Zadanie D

Tre±¢ zadania

Mamy dane drzewo. Mamy ponumerowa¢ jego wierzchoªki w taki sposób by »adne dwa poª¡czone
kraw¦dzi¡ nie ró»niªy si¦ o 1 (modulo n).

Rozwi¡zanie

Zauwa»my, »e zadanie mo»na zinterpretowa¢ jako dodanie do grafu cyklu prostego dªugo±ci n,
takiego »e nie korzysta on z »adnej kraw¦dzi w oryginalnym gra�e (kraw¦dzie tego cyklu odpowiadaj¡
parom wierzchoªków, które nie mog¡ by¢ s¡siadami).

Zauwa»my, »e drzewo jest grafem dwudzielnym (ka»da ze stron dwudzielno±ci jest wzgl¦dem
siebie grafem pustym, wi¦c mo»emy dowolnie rozkªada¢ cykl prosty odwiedzaj¡c kolejno te wierz-
choªki). Do rozªo»enia cyklu wystarcz¡ nam zatem dwie pary wierzchoªków po ró»nych stronach
podziaªu dwudzielno±ci, takie »e nie ma mi¦dzy nimi kraw¦dzi. Pozwoli to na rozpocz¦cie cyklu
jedn¡ z tych kraw¦dzi, nast¦pnie odwiedzenie wszystkich wierzchoªków jednej cz¦±ci podziaªu (ko«cz¡c
na wierzchoªku b¦d¡cym ko«cem drugiej wybranej kraw¦dzi), powrót drug¡ kraw¦dzi¡ na drug¡
stron¦ i domkni¦cie cyklu.

�atwo zauwa»y¢ »e warunek dwóch kraw¦dzi jest te» konieczny.
Jak znale¹¢ takie dwie kraw¦dzie o ró»nych ko«cach niewyst¦puj¡ce na wej±ciu? Na pocz¡tku

przyjmijmy, »e ka»da ze stron dwudzielno±ci ma przynajmniej 3 wierzchoªki. W takim wypadku
znajd¹my dowoln¡ kraw¦d¹ nieobecn¡ na wej±ciu i zauwa»my, »e pozostaªe wierzchoªki nie mog¡
tworzy¢ wzgl¦dem siebie dwudzielnej kliki (istniaªby cykl, a graf jest drzewem), wi¦c w±ród nich
jest jaka± kraw¦d¹, nieobecna na wej±ciu.

Je»eli jedna ze stron ma dokªadnie dwa wierzchoªki, to zauwa»my, »e oba te wierzchoªki b¦d¡
ko«cami szukanych kraw¦dzi, mo»emy wi¦c pozwoli¢ sobie na wylistowanie dla ka»dego z nich
potencjalnych ko«ców po drugiej stronie. Dla ka»dego z nich, je»eli nie jest jedynym elementem
drugiego zbioru, to potra�my znale¹¢ rozwi¡zanie.

UWAGA Istnieje zrandomizowana wersja tego rozwi¡zania, ale nie wydaje si¦ ono prostsze od
powy»szego i posiada par¦ miejsc, gdzie mog¡ pojawi¢ si¦ bª¦dy w analizie prawdopodobie«stwa na
sukces

Rozwi¡zanie alternatywne

Dla wej±ciowego grafu wyznaczmy centroid (wierzchoªek taki, »e gdy usuniemy go z drzewa, »adna
spójna nie b¦dzie miaªa rozmiaru wi¦kszego ni» n/2). Przegl¡dajmy teraz kolejno poddrzewa po uko-
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rzenieniu w centroidzie (od najwi¦kszych do najmniejszych), przypisuj¡c wierzchoªkom numery 1, 3,
... (n albo n - 1), a nast¦pnie (n-1 albo n), ..., 6, 4, 2, za ka»dym razem wybieraj¡c dzrzewo, przyp-
isuj¡c mu numery z mniejszego zbioru (parzyte albo nieparzyste), który zostaª. Mo»e si¦ okaza¢,
»e na ko«cu zostanie nam jakie± poddrzewo (+ centroid), którym trzeba b¦dzie przypisa¢ zarówno
parzyste jak i nieparzyste numery, ale zauwa»my, »e zu»yli±my przynajmniej poªow¦ parzystych i
przynajmniej poªow¦ nieparzystych, a poniewa» u»ywali±my ich od innych stron, to ich warto±ci si¦
"rozje»d»aj¡". Problem w tym, »e na ko«cu drzewo mo»e mie¢ na przykªad rozmiar 1+centroid.
�eby istniaªo rozwi¡zanie wystarcz¡ dwa drzewa gª¦boko±ci przynajmniej 2, ale rozwa»enie tego i
paru innych przypadków pozostawiamy czytelnikowi jako ¢wiczenie.

Zadanie E

Rozwa»my zbiór Sd pól, których odlegªo±¢ do ko«ca jest co najwy»ej d (odlegªo±¢ � minimalny
koszt dotarcia do ostatniej kolumny, oznaczany przez dist). Zauwa»my, »e w dowolnym wierszu
odlegªo±¢ do ko«ca jest funkcj¡ malej¡c¡. Wynika to z tego, »e je±li we¹miemy optymaln¡ ±cie»k¦
(xi, yi) dla pola (x0, y0) oraz pole (x, y0) dla x0 < x to dla pewnego i mamy xi = x + 1 to koszt
doj±cia z (x, y0) do (xi, yi) to dokªadnie |yi − y0|. �atwo zauwa»y¢, »e jest to te» dolne szacowanie
tego kosztu dla pola (x0, y0). Kopiuj¡c reszt¦ ±cie»ki dostajemy, »e dist(x0, y0) ≥ dist(x, y0). S0

ªatwo policzy¢. B¦dziemy chcieli znale¹¢ wszystkie Sd.
Zauwa»my, »e nie opªaca nam si¦ skaka¢ do nast¦pnej kolumny na pole, które jest dalej ni» w

s¡siednim wierszu � gdyby taki ci¡g ruchów byª optymalny to równie dobrze mo»na by zmieni¢
wspóªrz¦dn¡ y o 1 lub jej nie zmienia¢ (które± z tych dwóch pól jest wolne) a potem powtórzy¢
dalszy ci¡g ruchów.

Ustalmy rz¡d 1 < y < n. Niech (x1, y − 1), (x2, y + 1) ∈ Sd b¦d¡ takie, »e x1, x2 s¡ mo»liwie
najmniejsze. Wówczas oczywi±cie (min(x1, x2) − 1, y) ∈ Sd+1. Ponadto, jak pokazali±my, nie
opªaca si¦ skaka¢ o wi¦cej ni» jeden wiersz, zatem je±li oznaczymy przez x najmniejsz¡ liczb¦ tak¡,
»e pomi¦dzy (x, y) a (min(x1, x2)− 1, y) nie ma przeszkód to (x, y) ∈ Sd+1 oraz jest to minimalny
x o tej wªasno±ci (nale»y oddzielnie uwzgl¦dni¢ przypadek, gdy to pole ma odlegªo±¢ co najwy»ej
d). Zatem maj¡c Sd mo»emy liniowo policzy¢ Sd+1. Oczywi±cie interesuj¡ nas tylko te wiersze
y, dla których (0, y) /∈ Sd. Zatem ª¡cznie policzenie wszyskich istotnych Sd (i odpowiedzenie w
mi¦dzyczasie na pytania � na ka»de mo»na odpowiedzie¢ po posortowaniu o�ine w czasie staªym
kiedy b¦dziemy je mija¢ podczas zamiatania) zajmie nam tyle, ile wynosi

∑n
i dist(1, n).

Zªo»ono±¢ czasowa Zaªó»my, »e m = n. Chcemy oszacowa¢ sum¦ odlegªo±ci do ostatniej
kolumny pól z pierwszej kolumny. Szacowanie górne b¦dzie korzysta¢ z nast¦puj¡cych ±cie»ek:

� idziemy do najbli»szej liczby pierwszej, która jest brana w co najwy»ej ∆ wierszach

� dla tej liczby pierwszej idziemy do ko«ca

dla pewnej staªej ∆ dobranej pó¹niej.
W drugim kroku oczywi±cie zapªacimy ª¡cznie co najwy»ej n∆. Oszacujmy zatem koszt pier-

wszego. Mamy co najwy»ej n
∆ liczb pierwszych, które s¡ zªe (tzn. wyst¦puj¡ cz¦sciej ni» ∆ razy).

Niech pi b¦dzie i-t¡ liczb¡ pierwsz¡. Oznaczmy G := maxpi+1≤n(pi+1 − pi). Mi¦dzy ka»d¡ par¡

dobrych liczb pierwszych p, q pªacimy ª¡cznie (p−q)2

2 na doj±cie dla przedziaªu [p, q] na jego brzegi.
Rozbijmy koszt na dwa przypadki, zaªó»my »e pi oraz pj s¡ dobre a pi+1 . . . pj−1 s¡ zªe. Wówczas
zapªacimy co najwy»ej:
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� gdy i+1 < j to dla pojedynczej pary (i, j) pªacimy (pj−pi)
2

2 ≤ (G(j−i))2

2 . Ale poniewa» jest co
najwy»ej n

∆ zªych liczb pierwszych to suma j−i−1 w tym przypadku to co najwy»ej n
∆ , zatem

mo»na oszacowa¢
∑

(i,j)
(G(j−i))2

2 = G2
∑

(i,j)
(j−i)2

2 = G2
∑

(i,j)
(j−i−1)2

2 + (j − i− 1) + 1
2 ≤

G2
∑

(i,j)
(j−i−1)2

2 + 2(j − i− 1) ≤ G2( 2n∆ +
∑

(i,j)
(j−i−1)2

2 ) ≤ G2( 2n∆ +
∑

(i,j)
n
∆

(j−i−1)
2 ) =

G2( 2n∆ + n
∆

∑
(i,j)

(j−i−1)
2 ) ≤ G2( 2n∆ + n

∆
n
2∆ ) = G2 2n

∆ + G2 n2

2∆2 . Dominuj¡cy jest ostatni
skªadnik.

� gdy i+ 1 = j to ª¡cznie co najwy»ej
∑

i
(pi+1−pi)

2

2 ≤
∑

i
G(pi+1−pi)

2 = G
∑

i
(pi+1−pi)

2 = Gn
2 .

Zatem interesuje nas dobranie takiej ∆, »e n∆+G2 n2

2∆2 jest jak najmniejsze. Zatem n∆ = G2 n2

∆2

i ∆ = (nG2)
1
3 czyli ª¡cznie mamy 3

2n
4
3G

2
3 . Wstawiaj¡c tam teoretyczne szacowania na G (https:

//en.wikipedia.org/wiki/Prime_gap) czyli G = O
(
n0.525

)
dostajemy O

(
n1.68

)
. Wydawaªoby

si¦, »e to du»o, jednak mo»emy powy»sze szacowania przeprowadzi¢ numerycznie.
Dla n = 100 000 mamy G = 72. Poniewa» powy»sze szacowania nie maj¡ nieznanych staªych,

mo»emy podstawi¢ dane by uzyska¢, »e suma odlegªo±ci to co najwy»ej 1.2 · 108. Ale mo»emy
przeszacowa¢ lepiej. Powy»ej zakªadamy, »e mo»emy mie¢ n

∆ kolejnych liczb pierwszych z odlegªo±-
ci¡ G mi¦dzy ka»d¡ kolejn¡ par¡ - nale»aªoby si¦ spodziewa¢, »e liczby pierwsze wyst¦puj¡ g¦±ciej.

Przyjmijmy ∆ = 200. Przeszacujmy jeszcze raz
∑

(i,j)
(pj−pi)

2

2 =
∑

(i,j) (j − i− 1)
(pj−pi)

2

2(j−i−1) ≤
n
2∆ max

(pj−pi)
2

j−i−1 . Dla danej warto±ci ∆ mamy max
(pj−pi)

2

j−i−1 ≈ 70 000, zatem ª¡cznie da to oszacow-
anie na liczb¦ operacji okoªo 3.7 · 107. Gdyby±my zamiast szli do liczby pierwszej, szli do dowolnej
liczby, która ma co najwy»ej ∆ przeszkód, numerycznie daªoby si¦ oszacowa¢ jeszcze lepiej.

Zadanie F

W zadaniu mamy dan¡ �gur¦ skªadaj¡c¡ si¦ z sze±cianów oraz kilka klocków równie» skªadaj¡cych
si¦ z takich sze±cianów. Sumarycznie klocki mog¡ si¦ skªada¢ maksymalnie z M ≤ 22 takich
sze±cianów. Celem zadania jest okre±lenie czy z tych klocków da si¦ uªo»y¢ podan¡ �gur¦, a je±li
tak, to opisanie który klocek b¦dzie gdzie.

Przykªadowe klocki oraz uªo»on¡ z nich �gur¦ mo»na zobaczy¢ na powy»szym rysunku.

Jak si¦ ªatwo domy±li¢, jedn¡ z trudno±ci zadania jest implementacja obracania klocków wokóª
osi OX, OY oraz OZ. Obroty takie implementuje si¦ bardzo podobnie do obrotów wokóª ±rodka
ukªady wspóªrz¦dnych na pªaszczy¹nie w dwóch wymiarach. Obrót taki mo»na wykona¢ na przykªad
zamieniaj¡c wszystkie wspóªrz¦dne (x, y) na (y,−x). W trzech wymiarach, je±li chcemy wykona¢ na
przykªad obrót wokóª osi OZ, mo»emy zamieni¢ wspóªrz¦dne ka»dego punktu (x, y, z) na (y,−x, z).
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Wszystkich mo»liwych obrotów ka»dego klocka jest do 24. Aby je ªatwo wygenerowa¢, mo»emy
na przykªad wygenerowa¢ wszystkie obroty klocka wokóª osi OX, ka»dy z nich obróci¢ na 4 sposoby
wokóª osi OY , no i ka»dy z tych klocków obróci¢ jeszcze na wszystkie sposoby wokóª osi OZ.
Tych obrotów uzyskamy ª¡cznie 64, dlatego musimy wyrzuci¢ powtórzenia. W tym celu przydaje
si¦ normalizacja, czyli przesuni¦cie klocka w ukªadzie wspóªrz¦dnych na przykªad w taki sposób,
»eby sze±cian o najmniejszych (leksykogra�cznie) wspóªrz¦dnych miaª wspóªrz¦dne (0, 0, 0). W ten
sposób w naszym zestawie jeden klocek nie b¦dzie wyst¡powaª w dwóch mo»liwych przesuni¦ciach
wzgl¦dem ±rodka ukªadu wspóªrz¦dnych.

Teraz mogliby±my rozwiaza¢ zadanie u»ywaj¡c backtrackingu � mogliby±my dla ka»dego sze±-
cianu �gury pocz¡tkowej spróbowa¢ przyªo»y¢ w nim ka»dy klocek, obrócony w ka»dy mo»liwy
sposób. Niestety, takie rozwi¡zanie w niektórych przypadkach mo»e by¢ wolne i trudno jest je
bezpo±rednio przyspieszy¢.

Tutaj z pomoc¡ przychodz¡ nam maski bitowe. Ponumerujmy wszystkie sze±ciany docelowej
�gury numerami od 1 do M . Teraz mo»emy spróbowa¢ przyªo»y¢ ka»dy obrót, ka»dego klocka, w
ka»dym miejscu do naszej �gury, i je±li pasuje, to mo»emy doliczy¢ mask¦ bitow¡ tego dopasowania
do puli pasuj¡cych masek dla tego klocka.

Nasze rozwi¡zanie teraz b¦dzie miaªo form¦ backrtackingu, ale z zapami¦tywaniem odwied-
zonych stanów. A mianowicie, dla maski bitowej niepokrytych sze±cianów, oraz dla kolejnych nu-
merów klocków b¦dziemy próbowa¢ wszystkich dopasowa« tego klocka do tych sze±cianów, a je»eli
które± b¦dzie pasowaªo, to wywoªamy si¦ rekurencyjnie. To rozwi¡zanie jest rozwi¡zaniem wzor-
cowym.

Nasuwa si¦ jeszcze pytanie, jaka jest zªo»ono±¢ backtrackingu z ostatniej fazy. Na pierwszy rzut
oka wygl¡da, »e dla 2M ·M stanów sprawdzamy wszystkie mo»liwe przyªo»enia maski bitowej danego
klocka, co brzmi na bardzo du»¡ liczb¦. Jednak»e jest du»o lepiej, gdy» mo»emy na przykªad za-
uwa»y¢, »e po doªo»eniu kilku klocków o sumarycznie k sze±cianach, dla kolejnego klocka b¦dziemy
ju» rozwa»a¢ tylko maski bitowe, które maj¡ M − k bitów. Zatem liczba rozpatrywanych stanów
b¦dzie wynosi¢ co najwy»ej 2M , a im wi¦ksze b¦d¡ klocki, tym wi¦cej b¦d¡ miaªy dobrych przypa-
sowa«, ale liczba masek bitowych do rozpatrzenia b¦dzie si¦ zmniejsza¢.

Zadanie G

W zadaniu mamy dane n ofert pracy, ka»da oferta pracy jest wa»na od chwili si do chwili ei,
jej warto±¢ po zaakceptowaniu wynosi vi, ale pojawia si¦ ona z pewnym prawdopodobie«stwem
pi. Mo»emy zaakceptowa¢ tylko jedn¡ ofert¦, jaka jest warto±¢ oczekiwana uzyskanej oferty przy
optymalnej strategii akceptacji ofert?

Zacznijmy od nieefektywnego rozwi¡zania za pomoc¡ programowania dynamicznego. Oznaczmy
poprzez dp[t][S] warto±¢ oczekiwan¡ optymalnej strategii wybierania ofert, je±li nie rozwa»yli±my
jeszcze przedziaªów o si >= t, a zbiór S oznacza istniej¡ce przedziaªy speªniaj¡ce si ≤ t ≤ ei.

Takie programowanie dynamiczne mo»na w prosty sposób liczy¢:

� Je±li w chwili t dodajemy now¡ ofert¦ r, to dp[t][S] = pr ·dp[t+1][S∪{r}]+(1−pr)·dp[t+1][S];

� Je±li w chwili t ko«czy si¦ oferta r ∈ S, to dp[t][S] = max{dp[t+ 1][S \ {r}], vr};

� Je±li w chwili t ko«czy si¦ oferta r /∈ S, to dp[t][S] = dp[t+ 1][S].

Kluczowa obserwacja jest taka, »e wystarczy rozwa»a¢ zbiory S speªniaj¡ce |S| ≤ 1. Formalniej
zapisuj¡c, dla dowolnego zbioru |S| ≥ 2, istnieje element s ∈ S, »e dp[t][s] = dp[t][S].
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Dowód tej obserwacji jest indukcyjny wzgl¦dem czasu t. Dla t = n+n, nasza teza jest prawdziwa,
bo jedyny mo»liwy zbiór S, to zbiór pusty. Dla t < n+n i ustalonego zbioru S, rozwa»my mo»liwe
przej±cia w naszej indukcji.

� Dla przej±cia dp[t][S] = pr · dp[t+ 1][S ∪ {r}] + (1− pr) · dp[t+ 1][S] rozwa»my dwa elementy
e1 ∈ S ∪ {r}, e2 ∈ S, które speªniaj¡ dp[t + 1][e1] = dp[t + 1][S ∪ {r}] oraz dp[t + 1][e2] =
dp[t+ 1][S]. Zauwa»my, »e zachodzi e1 = e2 lub e1 = r. Korzystaj¡c z tej zale»no±ci mo»emy
wywnioskowa¢, »e dp[t][e2] = dp[t][S];

� Dla przej±cia dp[t][S] = max{dp[t+1][S\{r}], vr}, je±li vr maksymalizuje warto±¢, to dp[t][r] =
dp[t][S]. W przeciwnym przypadku, istnieje element e ∈ S \ {r}, który speªnia dp[t][e] =
dp[t+ 1][S \ {r}]. Wówczas zachodzi dp[t][e] = dp[t][S];

� Dla ostatniego przej±cia, korzystamy z zaªo»enia indukcyjnego dla dp[t+1][S] i wprost z niego
wynika dowód dla stanu dp[t][S].

Obserwacja ta pozwala nam na optymalizacj¦ naszego dynamika do zªo»ono±ci O(n2), co nie
jest jeszcze wystarczaj¡ce do zaakceptowania zadania.

Aby zoptymalizowa¢ powy»sze rozwi¡zanie, rozpiszmy przej±cia dynamika z |S| ≤ 1 w nieco
inny sposób:

� Je±li w chwili t dodajemy now¡ ofert¦ r, to dla ka»dej istniej¡cej oferty s ̸= r zapisujemy
dp[t][s] = max{dp[t+ 1][s], (1− pr) · dp[t+ 1][s] + pr · dp[t+ 1][r]}, a stan dp[t][r] usuwamy;

� Je±li w chwili t usuwamy ofert¦ r, to dodajemy stan dp[t][r] = max{dp[t+1][0], vr}, a pozostaªe
stany pozostaj¡ bez zmian.

Powy»szy wzór jeste±my w stanie liczy¢ do±¢ szybko na dowolnej strukturze, która pozwala nam
na nast¦puj¡ce operacj¦:

� Usu« element o warto±ci v;

� Dodaj element o warto±ci v;

� Zmody�kuj wszystkie elementy o warto±ci ≤ v wzorem α · v + β. Zauwa»my, »e ta operacja
nie zmienia kolejno±ci sortowania elementów.

Pierwsz¡ struktur¡, która przychodzi na my±l, jak widzimy takie operacje, to zbalansowane
drzewo binarne, przykªadowo treap. W czasieO(log n)mo»na wszystkie powy»sze operacje rozwi¡za¢
na tej strukturze danych.

Zadanie to mo»na rozwi¡za¢ jednak pro±ciej, za pomoc¡ struktury pierwiastkowej. Idea jest taka,
aby utrzymywa¢ aktywne stany, posortowane po warto±ciach dynamika, w kubeªkach o dªugo±ci
pierwiastkowej. Pierwsze dwie operacje s¡ ªatwe do wykonania na tej strukturze, wi¦c skupmy si¦
na trzeciej.

Dla ka»dego kubeªka b¦dziemy utrzymywa¢ par¦ liczb α i β, które oznaczaj¡, »e prawdziwa
warto±¢ ka»dego elementu w tym kubeªku wynosi α · v + β. Wówczas, wystarczy przeiterowa¢ si¦
po wszystkich kubeªkach, które maj¡ wszystkie elementy ≤ v z naszego zapytania i odpowiednio
zmody�kowa¢ ich warto±ci α i β. Z kolei w jedynym kubeªku w którym mamy warto±ci mniejsze i
wi¦ksze od v, mo»emy przeiterowa¢ si¦ po wszystkich elementach i je odpowiednio zmody�kowa¢.

Zªo»ono±¢ takiego rozwi¡zania, to O(#buckets + #bucket_length), co przy odpowiednio do-
branych parametrach daje nam zªo»ono±¢ O(

√
n) na zapytanie. Pozwala to na zaakceptowanie

danego zadania.
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Zadanie H

Zadanie I

W zadaniu dane s¡ trzy odcinki: AB równolegªy do osi OY , CD zawarty wewn¡trz AB oraz
EF , który znajduje si¦ na lewo od AB oraz na prawo od osi OY . Wszystkie wspóªrz¦dne s¡ liczbami
caªkowitymi. Nale»y sprawdzi¢, czy istnieje póªprosta zaczynaj¡ca si¦ w (0, 0) i przecinaj¡ca tylko
odcinek AB.

Rozwi¡zanie: Zauwa»my, »e odcinek CD wydziela z AB dwa odcinki (by¢ mo»e zdegen-
erowane do punktu): AC oraz DB. Wystarczy wi¦c sprawdzi¢, czy istnieje póªprosta przechodz¡ca
przez jeden z nich, ale nie przez EF i nie przez punkty C ani D.

Rozwa»my póªprost¡ przechodz¡ca przez AC, drugi przypadek jest analogiczny. Kiedy taka
póªprosta mo»e istnie¢? Wtedy, gdy odcinek EF nie "zasªania" caªego odcinka AC.

�eby to sprawdzi¢, mo»emy rzutowa¢ odcinek EF na prost¡ zawieraj¡c¡ odcinek AC i sprawdzi¢
czy punkt E′ (rzut punktu E) jest powy»ej A lub F ′ jest poni»ej C:
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Wspóªrz¦dn¡ y punktu E′ mo»na obliczy¢ w nast¦puj¡cy sposób:

E′
y =

Ey

Ex
·Ax

Interesuj¡ce nas porównanie punktów E′ oraz A ma zatem posta¢:

E′
y > Ay

Ey

Ex
·Ax > Ay

Ey ·Ax > Ay · Ex

Porównianie F ′ z C jest analogicznie

Uwagi:

� Po rzucie odcinka EF , punkt F ′ mo»e by¢ ni»ej ni» E′, wtedy trzeba porówna¢ pozycje F ′ z
A oraz E′ z C.

9



� Trzeba uwa»a¢ na over�ow przy wykonaniu mno»enia (najlepiej u»y¢ wi¦kszego typu, np.
long long).

� Je»eli do oblicze« u»ywasz liczb zmiennoprzecinkowych albo funkcji trygonometrycznych,
pami¦taj o korzystaniu z long double (i np. atan2l), inaczej precyzja b¦dzie niewystar-
czaj¡ca.

Zadanie J

Rozwi¡zanie istnieje gdy pocz¡tkowo pionki stoj¡ na polach (xa, ya), (xb, yb) takich, »e nie zachodzi
|xa − xb| = |ya − yb| = 1 (to znaczy, gdy pola nie s¡siaduj¡ rogami). Istnieje wówczas sekwencja
ruchów taka, »e pionki znajd¡ si¦ w jednym polu. Wówczas mo»na j¡ odwróci¢, tylko zamieniaj¡c
ich role. Je±li xa = xb albo ya = yb to rozwi¡zanie jest proste - wówczas pionki po prostu id¡ w
swoj¡ stron¦ i ka»dy ruch w tej osi jest dozwolony, bo mi¦dzy ka»d¡ par¡ kolejnych pól bed¡ czarne
i biaªe »etony. Zaªó»my dalej bez straty ogólno±ci, »e yb ≥ ya + 2 oraz xa < xb:
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Ustawmy je tak jak na rysunku poni»ej (tzn. »eby x′
a + 1 = x′

b oraz y′a = 1 + y′b):
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Nast¦pnie zróbmy dwa ruchy pionkiem B:
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Potem odwracamy ruchy - ruszamy A do góry, potem A w lewo itd.

Co z dist(A,B) =
√
2?

Zadanie K

W zadaniu mamy dane drzewo o n wierzchoªkach przy czym i-ty z nich jest etykietowany liczb¡
caªkowit¡ di. Dla ka»dego wierzchoªka v nale»y obliczy¢ iloczyn funkcji J obliczonej dla ka»dego
poddrzewa powstaªego z usuni¦cia wierzchoªka v z grafu:

J =

∞∑
t=1

t ·Wcntt

Gdzie wspóªczynniki W s¡ dane (przy czym W0 = 0), a cntt to liczba etykiet w danym pod-
drzewie, które s¡ wielokrotno±ciami t.

Zaªó»my, »e mamy obliczony wspóªczynnik J pewnego poddrzewa i rozwa»my jak wygl¡da jego
aktualizacja je±li dodaliby±my wierzchoªek o etykiecie d. Gdyby±my znali warto±ci cntt dla wszys-
tkich dzielników etykiet z poddrzewa, mogliby±my zaktualizowa¢ warto±¢ J iteruj¡c po wszystkich
dzielnikach d:

J ′ = J + σt|dt ·Wcntt+1 − t ·Wcntt

Warto±ci cntt mo»emy utrzymywa¢ wprost, poniewa» interesuj¡ nas tylko t ≤ n. W ten sposób
mo»emy uzyska¢ struktur¦ danych, która utrzymuje warto±¢ J wymagaj¡c O (n) pami¦ci i pozwala
doda¢ oraz usun¡¢ (w analogiczny sposób) wierzchoªek w czasie liniowym wzgl¦dem liczby dziel-
nikow jego etykiety. Przy jej u»yciu b¦dziemy oblicza¢ warto±ci J dla poddrzew. Mówi¡c dokªadniej,
przechodz¡c po drzewie algorytm obliczy wspóªczynnik J dla wszystkich poddrzew w ukorzenionym
drzewie w taki sposób, »e kazdy wierzchoªek drzewa zostanie dodany i usuni¦ty ze strukturyO (log n)
razy. Osi¡gniemy to za pomoc¡ techniki "mniejszy do wi¦kszego".

B¦dziemy przetwarza¢ wierzchoªki u»ywaj¡c przeszukiwania w gª¡b (dfs) zaczynaj¡c w dowolnie
wybranym korzeniu. Podczas przechodzenia drzewa b¦dziemy utrzymywa¢ niezmiennik, »e w mo-
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mencie gdy zaczynamy przetwarzanie wierzchoªka, struktura jest pusta, a gdy ko«czymy, zawiera
ona dokªadnie wierzchoªki z jego poddrzewa. Wchodz¡c do nowego wierzchoªka v:

1. Rekursywnie przetwarzamy wszystkie dzieci v z wyj¡tkiem jednego o najwi¦kszym poddrzewie
(y). Po przetworzeniu ka»dego poddrzewa, przechodzimy je jeszcze raz usuwaj¡c wszystkie
wierzchoªki ze struktury danych.

2. Rekursywnie przetwarzamy dziecko v o najwi¦kszym poddrzewie (y).

3. Dodajemy v do struktury oraz wszystkie wierzchoªki z poddrzew dzieci v z pierwszego punktu.
Wtedy struktura zawiera wszystkie wierzchoªki z poddrzewa v, wi¦c mo»emy zapisa¢ warto±¢
J dla poddrzewa v.

Powy»sza procedura oblicza wspóªczynnik jako±ci dla podrzew wszystkich wierzchoªków. Do uzyska-
nia wyniku b¦dziemy równie» potrzebowa¢ wyników dla ich dopeªnie« (tzn. dla ka»dego wierzchoªka
v musimy jeszcze zna¢ J dla zbioru wszystkich wierzchoªków w gra�e oprócz tych w poddrzewie
v). Te warto±ci mo»na uzyska¢ utrzymuj¡c siostrzan¡ struktur¦, w której na pocz¡tku s¡ wszystkie
wierzchoªki. Za ka»dym razem, gdy do pierwszej struktury dodajemy wierzchoªek, b¦dziemy go
usuwa¢ z drugiej i na odwrót: gdy z pierwszej usuwamy, do drugiej dodajemy.

Teraz pozostaje pokaza¢, »e ka»dy wierzchoªek jest dodany lub usuni¦ty ze struktury O (log n)
razy. Rozwa»my moment przetwarzania pewnego wierzchoªka v. W jego trakcie do struktury doda-
jemy i usuwamy po jednym razie wszystkie wierzchoªki nale»¡ce do poddrzew dzieci v z wyj¡tkiem
tego o najwi¦kszym poddrzewie (usuwamy w kroku pierwszym a dodajemy w trzecim). Pozostaªe
operacje s¡ dokonywane podczas przetwarzania innych wierzchoªków. Rozwa»my dowolny wierz-
choªek u dodawany i usuwany ze struktury podczas przetwarzania v. Zauwa»my, »e:

� v jest przodkiem u w ukorzenionym drzewie.

� Niech x b¦dzie ostatnim przodkiem u przed v: poniewa» x nie jest dzieckiem v o najwi¦kszym
poddrzewie (a przynajmniej nie jedynym, poniewa» y ̸= x), poddrzewo v jest co najmniej
dwa razy wi¦ksze ni» poddrzewo x.

Z powy»szego wynika, »e dla ustalonego u mo»e istnie¢ co najwy»ej O (log n) takich v, podczas
przetwarzania których u mo»e by¢ dodawane / usuwane ze struktury.

Wobec tego algorytm wykonuje O (n log n) operacji na strukturze. Oznaczaj¡c przed S sum¦
liczb dzielików di (mamy oszacowanie S ≤ 240n), otrzymujemy algorytm o zªo»ono±ci O (S log n).

Bonus: rozwi¡zanie bez loga

Kompresja drzewa do zbioru wierzchoªków S to stworzenie drzewa na wierzchoªkach T = {lca(a, b) :
a, b ∈ S} i dodanie kraw¦dzi, je±li para ró»nych wierzchoªków z T nie ma na ±cie»ce mi¦dzy sob¡ »ad-
nego innego wierzchoªka z T . Mo»na pokaza¢, »e |T | ≤ 2 |S| − 1. Wi¦cej materiaªów tutaj: Zadanie
Kolacje z XXVI OI, omówienie pewnego zadania z Atcodera. Kompresj¦ t¦ mo»na znale¹¢ liniowo
od |S|, wykorzystuj¡c algorytm na LCA (najni»szego wspólnego przodka) w czasie staªym (Blog
na Codeforces) lub, bardziej praktycznie, w O (nα(n)) bazuj¡cym na Union-Findzie Algorytmem
Tarjana.

Dla ka»dej kraw¦dzi i ka»dego d b¦dziemy chcieli wskaza¢ warto±¢ funkcji z zadania dla konkret-
nego d bior¡c pod uwag¦ wierzchoªki które s¡ po tej samej stronie tej kraw¦dzi co jeden z jej ko«ców
i na ko«cu wzi¡¢ sum¦ po d dla ka»dej kraw¦dzi. Dla ka»dego d rozwa»my drzewo skompresowane do
tych wierzchoªków, które maj¡ wagi b¦d¡ce wielokrotno±ciami d. Maj¡c ju» je, mo»emy na ka»dej
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±cie»ce odpowiadaj¡cej kraw¦dzi w skompresowanym drzewie zamie±ci¢ informacj¦ o tym ile jest w
dóª i w gór¦ wielokrotno±ci d. Stosuj¡c sumy pre�ksowe, mo»emy to zrobi¢ w czasie liniowym od
rozmiaru drzewa po kompresji, propaguj¡c je dopiero na ko«cu jak ju» zajmiemy si¦ wszystkimi d.
Zatem ª¡cznie da nam to czas liniowy od sumy liczby dzielników.

Zadanie L

W tym zadaniu mieli±my dane pi¦¢ sytuacji na boisku. Dla ka»dej z nich dostali±my informacj¦
ile razy si¦ zdarzyªa podczas meczu oraz liczb¦ sekund, któr¡ arbiter powinien doliczy¢ do podsta-
wowego czasu gry za ka»de zaj±cie takiej sytuacji. Pytaniem jest ile minut musi ostatecznie doliczy¢
arbiter na koniec meczu.

Aby rozwi¡za¢ zadanie nale»aªo dla ka»dej z tych sytuacji pomno»y¢ liczb¦ sekund z tre±ci razy
liczb¦ zaj±¢ danej sytuacji. Nast¦pnie nale»aªo doda¢ do siebie te wszystkie wyniki, a na koniec
podzieli¢ przez 60.

Ewentualnymi miejscami w których mo»na byªo tutaj popeªni¢ bª¡d byªo zaokr¡glenie w gór¦
przy dzieleniu (wystarczyªo sprawdzi¢ czy liczba jest podzielna przez 60 i ewentualnie doda¢ do
wyniku dzielenia caªkowitego warto±¢ 1), albo mo»na byªo zapomnie¢ o u»yciu typu long long (co
prawda wynik ko«cowy mie±ciª si¦ w zakresie typu int, ale za to wyniki po±rednie niekoniecznie).

Zadanie M

W zadaniu mamy dany zbiór liczb M , z których wszystkie s¡ z przedziaªu [0, 2k − 1] (dla k = 20)
i reprezentuj¡ maski bitowe. Nast¦pnie mamy dane du»o zapyta« skªadaj¡cych sie z dwóch liczb a
i b, reprezentuj¡cych maski z tego samego przedziaªu. Zadanie polega na znalezieniu dla ka»dego
takiego zapytania maski m ∈ M , która zarazem jest podmask¡ maski a (czyli ka»dy bit, który jest
zapalony w masce m, musi te» by¢ zapalony w masce a), ale te» m nie mo»e by¢ podmask¡ maski
b.

Przeanalizujmy najpierw jedno zapytanie. Zauwa»my, »e je±li znaleziona przez nas maska m nie
mo»e by¢ podmask¡ maski b, to znaczy, »e musi istnie¢ co najmniej jeden bit, który jest zapalony w
masce m, za to nie jest zapalony w masce b. Zatem dla takiego zapytania wystarczy, »e sprawdzimy
wszystki bity i, które nie s¡ zapalone w masce b, a nast¦pnie spróbujemy dla ka»dego z nich znale¹¢
mask¦ z M , która zarazem jest podmask¡ maski a, ale te» ma na pewno zapalony bit i.

Zauwa»my teraz, »e ró»nych zapyta« powy»szego typu moze by¢ co najwy»ej 220·20 ≈ 20 000 000,
co nie wydaje si¦ by¢ du»¡ liczb¡ ani ze wzgl¦du na u»yt¡ pami¦¢, ani ze wzgledu na czas dziaªania
programu. Zatem mo»emy napisa¢ program, który dla ka»dej pary a oraz i wyznaczy pewn¡ mask¦
ze zbioru M , która zawiera si¦ w a i ma zapalony bit i. U»yjemy do tego celu programowania
dynamicznego na maskach bitowych.

Niech DP [a][i] oznacza dowoln¡ mask¦ z M , która jest podmask¡ a oraz ma zapalony bit i.
Zauwa»my, »e na pocz¡tku mo»emy dla ka»dej maski m ∈ M oraz dla ka»dego zapalonego w niej
bitu i ustawi¢ DP [m][i] = m. Pozostaªe warto±ci mo»emu ustawi¢ na przykªad na −1. Nast¦pnie,
dla ka»dej maski a (rozpoczynaj¡c iteracj¦ od najmniejszych warto±ci do najwi¦kszych) i dla ka»dego
bitu i mo»emy spróbowa¢ zgasi¢ w a pewny bit j inny ni» i. Je»eli po zgaszeniu pewnej takiej
warto±ci j maska ma jakie± rozwi¡zanie, to mozemy przypisa¢ to rozwi¡zanie do DP [a][i]. W
przeciwnym przypadku DP [a][i] = −1.
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Oszacujmy zªo»ono±¢ tego rozwi¡zania. Przyjmuj¡c, »e w zadaniu mamy Q zapyta«, pocz¡tkowe
liczenie tablicy DP zajmuje O

(
2k · k2

)
czasu. Nast¦pnie odpowiedzenie na ka»de zapytanie zajmuje

O (k) czasu, co oznacza, »e caªkowity czas dziaªania programu to O
(
2k · k2 +Q · k

)
, natomiast

pami¦¢ to O
(
2k · k

)
, co mie±ciªo si¦ w limitach.

U»ywaj¡c operacji bitowych (przy zaªo»eniu, »e rozmiar sªowa maszynowego jest ≥ k) mo»emy
przyspieszy¢ powy»szy algorytm. Zauwa»my »e w przej±ciu przy DP mo»emy, iteruj¡c si¦ po bitach
sprawdza¢ w O (1) czy podmaska bez danego bitu daje nam jakie± nowe maski z M odpowiadaj¡ce
bitom, których jeszcze nie mamy. Natomiast przy zapytaniu mo»emy sprawdzi¢ (ANDem) czy
przekrój niepustych pól z DP [a] oraz zgaszonych bitów b jest niepusty. Daje nam to zªo»ono±¢
czasow¡ O

(
2k · k +Q

)
, bez zmiany zªo»ono±ci pami¦ciowej.

0.1 Alternatywne rozwi¡zanie

Zauwa»my, »e w zapytaniu mo»emy bez straty ogólno±ci zaªo»y¢, »e b jest podmask¡ a. Dzieje si¦
tak, bo interesuj¡ nas tylko bity, które s¡ zapalone w a.

Oznaczmy przez sum[i] liczb¦ podmasek i nale»¡cych do M . Mo»na policzy¢ sum[i] za po-
moc¡ programowania dynamicznego (Sum Over Subset, https://codeforces.com/blog/entry/45223)
w czasie O

(
2k · k

)
i pami¦ci O

(
2k
)
. Za pomoc¡ tablicy sum mo»na ªatwo stwierdzi¢ czy maska

b¦d¡ca podmask¡ a i nieb¦d¡ca podmask¡ b istnieje � wystarczy sprawdzi¢ czy sum[a] > sum[b]
(przypomnijmy o zaªo»eniu, »e b jest podmask¡ a). Poka»emy jak mo»na tak¡ mask¦ odzyska¢, a
nawet wylistowa¢ t takich masek w O (tk).

Przeiterujmy si¦ po bitach. Rozwa»amy i-ty bit, a′, b′ s¡ podmaskami a, b z usuni¦tym i-tym
bitem. Jezeli sum[a′] > sum[b′] to mo»emy ograniczy¢ si¦ do szukania dla pary (a′, b′). Dodatkowo,
konstrukcja ta ma t¦ wªasno±¢, »e je±li na ko«cu powstaªa para ( a, b) to a ∈ M . Jest to dosy¢ proste
do udowodnienia - je±li istniaªaby inna maska speªniaj¡ca warunki dla pary ( a, b) i ró»niªaby si¦ na
i-tym bicie to rozwa»aj¡c wcze±niej i-ty bit, zmieniliby±my par¦ na tak¡, która nie ma go zapalonego,
co daje sprzeczno±¢. Mo»na pokaza¢ nawet wi¦cej, jest to najmniejsza maska speªniaj¡ce warunki
z zapytnania. Mody�kuj¡c odpowiednio ten algorytm, mogliby±my pyta¢ o t-t¡ najmniejsz¡ mask¦
w O (k).

Zªo»ono±¢ czasowa tego rozwi¡zania to O
(
2k · k +Q · k

)
, natomiast pami¦ciowa to O

(
2k
)
.

Zadanie N

W zadaniu jest dane N par liczb, ka»da z zakresu od 0 do N . Liczba 0 oznacza, »e dana pozycja
jest wolna, ka»da inna warto±¢ oznacza, »e dana pozycja jest zaj¦ta przez t¦ liczb¦ (np. para 0 10

ma pierwsz¡ pozycj¦ woln¡, a drug¡ zaj¦t¡ przez liczb¦ 10). Ka»da liczba od 1 do N pojawi si¦
na wej±ciu co najwy»ej dwa razy. i-ta para jest poprawna, je»eli na obu pozycjach jest i. Naszym
zadaniem jest tak uzupeªni¢ pary, »eby ka»da liczba od 1 do N pojawiªa si¦ dokªadnie 2 razy, oraz
»eby byªo jak najwi¦cej poprawnych par i jedynie wypisa¢ liczb¦ poprawnych par w optymalnym
uzupeªnieniu.

Obserwacja: Zauwa»my, »e wystarczy jedynie policzy¢ pary, które mo»na uzupeªni¢ poprawnie.
Nie musimy si¦ przejmowa¢ niepoprawnymi parami � je zawsze da si¦ uzupeªni¢ liczbami, których
poprawne miejsce byªo ju» zaj¦te albo jedno z wyst¡pie« byªo na zªej pozycji.
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Rozwi¡zanie: Stwórzmy najpierw tablic¦ i zapiszmy do niej, jaka warto±¢ znajduje si¦ na
ka»dej pozycji. Nast¦pnie obliczmy, ile razy wyst¦powaªa ka»da z liczb. Mo»emy to zrobi¢ przy
pomocy dodatkowej tablicy (gdzie i-ta pozycja to liczba wyst¡pie« liczby i): przechodzimy po
pierwszej tablicy i odpowiednio zwi¦kszamy warto±ci w drugiej tablicy. Teraz wystarczy zliczy¢
pary, które mo»na poprawnie uzupeªni¢. i-ta para mo»e by¢ poprawnie uzupeªniona, gdy:

� obie pozycje s¡ od pocz¡tku poprawne (obie warto±ci s¡ równe i),

� jedna pozycja to 0, druga to i oraz licznik wyst¡pie« i jest równy jeden (je»eli licznik byªby
równy dwa, to druga liczba i jest ju» u»yta gdzie± indziej),

� obie pozycje s¡ równe 0 i licznik wyst¡pie« i jest równy zero.

Zadanie O

W zadaniu dane s¡ trzy ci¡gi, ka»dy zªo»ony z N zer i N jedynek, nazwijmy je A, B i C.
Niech prefA oznacza ci¡g sum pre�ksowych stworzony z ci¡gu A, tzn. prefA[1] = A[1],
prefA[2] = A[1] +A[2], prefA[3] = A[1] +A[2] +A[3], itd.

Chcemy sprawi¢, »eby dla ka»dego i od 1 do 2 ·N zachodziªo prefA[i] ≤ prefB [i] ≤ prefC [i]. W
tym celu mo»emy zamieni¢ s¡siednie elementy w dowolnym z ci¡gów. Mamy wypisa¢, ile minimalnie
trzeba wykona¢ takich operacji, »eby zachodziªa powy»sza zale»no±¢.

Obserwacja 1.: Niech posA[i] oznacza pozycj¦ i-tej jedynki w ci¡gu A. Zauwa»my, »e wyma-
gana wªa±ciwo±¢:

W1 : Dla ka»dego i od 1 do 2 ·N : prefA[i] ≤ prefB [i] ≤ prefC [i]

Zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy zachodzi:

W2 : Dla ka»dego i od 1 doN : posA[i] ≥ posB [i] ≥ posC [i]

Skrótowy dowód, przy ograniczeniu do tylko dwóch ci¡gów, A i B:

� Je»eli zachodzi W2 to w oczywisty sposób zachodzi W1: skoro w ci¡gu A ka»da jedynka jest
na tej samej lub pó¹niejszej pozycji co w ci¡gu B oraz liczba jedynek jest równa, to sumy
pre�ksowe b¦d¡ mniejsze lub równe.

� W drug¡ stron¦ skorzystamy z dowodu nie wprost. Zaªó»my, »e zachodzi W1, ale nie za-
chodzi W2. Zatem istnieje pozycja j taka, »e posA[j] < posB [j], czyli j-ta jedynka wyst¦puje
wcze±niej w ci¡gu A ni» w B. We¹my najmniejsze takie j i niech p = posA[j]. Zatem j-ta
jedynka wyst¦puje w ci¡gu A na pozycji p, ale w ci¡gu B j-ta jedynka wyst¦puje pó¹niej.
Zatem prefA[p] = j i prefB [p] < j. Czyli prefA[p] > prefB [p]. Zachodzi sprzeczno±¢ z
zaªo»eniem, zatem je»eli zachodzi W1 to zachodzi te» W2

Obserwacja 2.: Ustalmy i, i popatrzmy na zamiany i-tych jedynek w ka»dym z trzech ci¡gów
w jakim± optymalnym rozwi¡zaniu. Zauwa»my, »e je»eli zamienili±my i-t¡ jedynk¦ w ci¡gu B
w lewo, to zamiast tego mo»emy zamieni¢ i-t¡ jedynk¦ w ci¡gu A w prawo, »eby zachowa¢ W2.
Analogicznie, zamiast zamiany w prawo w B, mo»emy zamieni¢ w lewo w C. Powtarzaj¡c t¡
operacj¦, otrzymamy rozwi¡zanie, w którym jedynki w ci¡gu B nie zmieniaj¡ swoich pozycji.
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Rozwi¡zanie: Wystarczy zatem zsumowa¢ dla ka»dego i:

max(0, posB [i]− posA[i]) + max(0, posC [i]− posB [i])

Taka liczba zamian jest wystarczaj¡ca: ka»da jedynka z ci¡gu A oraz C, która byªa ustawiona
niepoprawnie zrówna si¦ pozycj¡ z jedynk¡ z B. Nie b¦dzie te» problemu, »e zamieniaj¡c jak¡±
jedynk¦, zmienimy pozycj¦ innej: jedynki w ci¡gu B s¡ ustawione w kolejno±ci, a zamieniaj¡c
jedynki w ci¡gu A oraz C, tylko je dorównujemy do pozycji jedynki w B. Jedynki w ci¡gu A mo»na
zamieni¢ id¡c od lewej strony (bo zawsze przesuwamy je w prawo), a jedynki w ci¡gu C id¡c od
prawej (bo przesuwamy je w lewo).

Zauwa»my te», »e rozwi¡zanie korzystaj¡ce z mniejszej liczby jedynek nie b¦dzie poprawne: w
takim rozwi¡zaniu zostanie jaka± jedynka, która wci¡» b¦dzie na zªej pozycji.
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